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Primeira Fase 2018 - Nivel Beta

Questao 1 (20 pontos) Um retangulo de base A ¢m e altura B ¢m (onde A e B sdo nimeros reais
positivos) tem sua altura aumentada A% e sua base aumentada B%. Determine a razao da area do

maior retangulo pela area do menor.

Questao 2 (20 pontos)

a) Seja f(r) uma funcio quadrética da forma f(z) = a - 2% + b - x + ¢ para certos reais a,b, ¢ com
a > 0. Sejam z1,x3 as raizes de f(x) e seja xo 0 ponto onde f atinge seu minimo, mostre que

x1, T, x3 é uma PA, ou seja, prove que x3 — Ty = Ty — X7.

b) Sejam x1, xq, x3 trés nimeros reais formando uma PA, mostre que existe pelo menos uma fungao

quadrética f(x) tal que f(z1) = f(x3) = 0 e tal que f atinge seu minimo em .

Questao 3 (20 pontos) Dados dois inteiros positivos a < b definimos a func¢do delta do par (a,b),
denotada por A(a,b), como sendo o menor inteiro nao negativo k tal que a + k nao divide b + k. Por

exemplo:
e a funcdo delta entre 3 e 4 é zero, isto é, A(3,4) = 0, pois: 3+ 0 = 3 nao divide 4 + 0 = 4;
e a funcdo delta entre 2 e 8 é igual a dois, isto é, A(2,8) = 2, pois:

— 240 =2 divide 8 4+ 0;
— 2+ 1=3divide 8 +1 =9 mas
— 242 =4 nio divide 8 + 2 = 10.

a) Calcule A(1,25).

b) Prove que A(1, n!+ 1) > n.
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Questao 4 (20 pontos) Um triangulo ABC' é dito n-legal se ao particionarmos o lado BC' em n
BC

pedagos de mesmo tamanho L = ==, os segmentos que ligam A aos pontos da divisao em BC' também

tem tamanho L.

A

a) Prove que um triangulo 2-legal é um triangulo retangulo.

b) Seja ABC um triangulo trilegal, ou seja um triangulo 3-legal, determine os angulos internos de
ABC.

¢) Mostre que nao existe nenhum triangulo n-legal se n > 4.

Questao 5 (20 pontos)

a) Sejam z e y dois ntimeros reais tais que x? + y? = 1. Prove que existe o € R tal que

sena = e cosa=y.

b) Determine o maior valor possivel para a expressao
Vab-(a—0b)

onde a e b sao nimeros reais nao negativos satisfazendo a + b = 1.
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