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Simulado Segunda Fase 2018 - Nivel Beta
Gabarito

Questao 1 (OMU-2014) Determine quantos sdo os nimeros inteiros, compreendidos entre 100 e 500,

que divididos por 13 tém resto 11. Determine também a soma desses niimeros inteiros.

Solucao: Os numeros inteiros que estamos procurando podem ser escritos da seguinte forma
m =13k + 11 para k=7,8,...,3T7.
Assim, teremos 31 nimeros inteiros entre 100 e 500 satisfazendo a condi¢ao dada no problema, que sao:
my = 102, mo = 115, mz = 128, ..., mg; = 492.

Desse modo, temos uma PA cujo primeiro termo é 102 e razao 13. Portanto, a soma desses 31 nimeros

inteiros, que estao numa PA, é dada por:

102 + 492

o 2

x 31 = 9207.
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Questao 2 (OMU-2017) Dada a matriz:

a) Calcule as matrizes A% e A

b) Determine A", para todo natural n > 2.

Solugao:

a) Fazendo a multiplicagao de matrizes temos
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De fato para n = 1 a afirmacao é verdadeira. Suponha que seja verdadeira para um certon > 1 e

vamos provar que é verdadeira para n 4+ 1. Como A" = A" . A, pela hipdtese de inducao temos,

2n—1 0 _2n—1 1 0 -1 271—1 + 2n—1 0 _2n—1 _ 2n—1
At = 0 1 0 10 1 0 |= 0 1 0
—on g o -1 0 1 —gnt_gn=l g ool ool
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2" o =27
= 0 1 0 ;
=2 0 2"

o que prova que a afirmacao é verdadeira para n 4+ 1. Assim, por inducao finita concluimos que a

afirmacao ¢é verdadeira para todo n > 1, ou seja,

2n—1 0 _ 277,—1
A" = 0 1 0
_ 2n—1 0 on— 1
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Questao 3 (OMU-2017) Hélio possui um jardim retangular ABC D, representado na figura abaixo,
onde deseja plantar frutas. No ponto A estd localizada uma estaca na qual Hélio amarra seu cavalo com
uma corda de comprimento 61/2 metros. No jardim ha também um muro, representado pelo segmento
EF, de trés metros de comprimento. Ignorando o tamanho do cavalo, determine o méaximo da area que

Hélio podera utilizar para plantar as frutas de forma que o cavalo nao consiga comeé-las.

B C

Ny F 6m

3m

A 3v3m E 5m D

Solucao: Ao longo da solugao todas as medidas serao em metros. Para simplificar a escrita omiti-
remos a notacao de metros durante a solucao.
Denote por GG o ponto extremo da corda quando ela toca o ponto F' da parede EF e H o ponto em

que a corda toca o lado BC quando estendida (veja a figura abaixo), em particular AH = AG = 6v/2

que é o comprimento da corda. Pelo Teorema de Pitagoras temos que BH L AB° = AH". Substituindo
os valores AB = 6 ¢ AH = 6v/2 obtemos BH = 6. Assim, o triangulo ABH é isosceles e HAB =
BHA = 45°. Observe também que, por pitdgoras, AE +EF = AF =21 +9=AF = AF = 6.
Logo FG = AG — AF = 6y/2 — 6. Vamos provar que F'G < 3. Temos as seguintes equivaléncias:

F_G:6(\/§—1)<3<:>6\/§<9<:>\/§<;<:>2<Z<:>8<9.
Como a ultima desigualdade é verdadeira concluimos que FG < 3.

A partir do ponto H o cavalo poderd pastar dentro de um setor circular de raio 6v/2 e angulo H AG,
conforme mostra a figura abaixo, até que a corda toque o ponto F' e depois, a partir de G, o cavalo
poderd passar dentro de um setor circular de raio FG = 6v/2 e angulo GFE (observe que aqui usamos
o fato de que FG < 3 pois, caso contrario, a corda tocaria o lado ED e nao o lado EF). Veja a figura

abailxo:
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Vamos entao calcular a area de cada uma das regioes demarcadas acima.

Area do triangulo ABC: Chame esta drea de A;. Entao

AB-BH
A=—F—=1

Area do triangulo AFF: Chame de A, esta area. Entao

_AE-EF 93
T2 T 2

Area da regido circular AHG: Chame As esta drea. Como ja sabemos que AH = AG = 62 ,

para obtermos Aj precisamos calcular o angulo H AG. Chame o = FAE. Entéao

Logo o = 30°. Agora temos
HAG =90° — HAB — FAE = 90° — 45° — 30° = 15°.

Entao a area da regiao circular AHG é dada por

15— 1 9
Ay = oo AH = o 47r(6\/§) = 3.

Area da regiao circular FFG: Similar ao caso anterior, ja sabemos que o raio dessa regiao
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circular é FG = 6v/2 — 6, entao precisamos calcular o angulo GFE para obter a area A, da regiao

circular EFG. Como EAF = 30° entdo AFE = 60°. Logo GFE = 180° — 60° = 120°. Assim

120 —» 1
Ay = %WFGQ = 5m(6v2 —6)" = 12n(vV2 ~ 1)%

Finalmente, para calcular a area que Hélio pode usar para plantar as frutas devemos calcular a area
do retangulo ABCD e subtrair as areas A;, Ay, A3 e A, calculadas acima. Logo, a area que Hélio

podera utilizar é:

ADOD—Al—Ag—Ag—A4:6(3\/§+5)—18—%3—%—12%(\/5—1)2:

25
=12+ 7\/§+ 3m(11 — 8v/2).

Logo, a area que Hélio podera utilizar para plantar é de 12+ %\/34— 3m(11—8+/2) metros quadrados.
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Questao 4 Seja p(r) um polinémio com coeficientes reais. Sabendo que p(x) satisfaz
2-p(a®) =p(a” +1) + (" + 1)

para todo x € R, determine p(z) e calcule p(2018).

Solugao: Primeiramente vamos determinar o grau de p(z) olhando qual é o coeficiente lider em
cada lado da equagao do enunciado.

Seja n o grau de p(z) e a, # 0 o coeficiente lider de p(z), ou seja, a, é o coeficiente acompanhando
2" em p(x). Entao o coeficiente lider de 2 - p(z?) é 2a,,.

Por outro lado, observe que o coeficiente lider de p(xz® + 1) é igual a a,. Assim, se n > 3 entdo o

coeficiente lider de p(z? + 1) + (2 + 1) seré a,. Portanto, se n > 3 temos
2a, = a, = a, = 0,

caindo em contradi¢ao. Concluimos entao que n < 2, ou seja, p(x) tem no maximo grau 2. Consideremos
entao

p(z) = ax® + bz + c.

A condi¢ao do enunciado nos da
2(az* + ba* +c) = a(x* + 12 +b(z* + 1) +c+ (22 + 1)

= 2ax" +2b2° +2c = ax* + 2a+ b+ 1)a* + (a+b+c+1)
=2a=a, 2b=2a+b+1. 2c=a+b+c+1.

A primeira equagao nos da a = 0. Agora, substituindo na segunda obtemos
2b=b+1=b=1.
Finalmente substituindo na terceira temos

2c=14c+1=c=2.
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Assim concluimos que o polinémio p(z) é dado por
p(z) =2+ 2.

Em particular p(2018) = 2020.
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Questao 5 (OMU-2016) A equacgio 2° + 2% + 23+ 22 + 2+ 1 = 0 possui 5 solugoes complexas distintas,

todas de médulo igual a 1.
a) Encontre estas solugoes.
b) Represente estas solugdes no plano complexo.

c¢) Encontre o poligono regular com o menor nimero de lados que tem pelo menos estes pontos como

vértices e calcule sua area.

Solucgao:

(a) Vamos usar a seguinte propriedade:

Seja z # 1. B facil verificar que 2" —1 = (z — 1)(1 + z + ... + 2" ') para todo natural n. No
caso particular, temos que 26 — 1 = (2 — 1)(2° + 2* + 22 + 22 + 2 + 1). Logo, as solugoes de
2+ 20+ 234 224+ 2+ 1 = 0 sao as raizes sextas da unidade (por definigao, solugoes de 2 —1 = 0),
exceto araiz z = 1.

Considerando a representagao z = r(cos(6) + isin(f)), como r = 1, devemos ter § = 2% com

k=01,2,3,4,5 e obtemos que as raizes sextas da unidade sao:

—1-iV3
B 2

1-iV3

1+iV3 —1+44v3
——— 3= —————, 2 = 5

2 7 2
Logo, as 5 solucoes complexas distintas da equacao sao:
1+iV/3 —14+iV/3 —1-iV3 1—iV3

1
2 2 T ¢ 2

21 = 17"7’2 = _1725 )y 26

Solugao alternativa: Considerando que

P+ A2+ 1 =224 2+ D)+ (P ) =P+ D)2+ 24 1),

1—iV3

1+iv3
2 2

encontra-se as trés solugoes de (2% + 1) = 0 (que sdo zp = 2y =—1lezg= ) e as duas

solugoes de 22 + 2z + 1 = 0 (que sdo z3 = % e 25 = —_1_2i‘/§),
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(b) Representacao das solugoes no plano complexo:

—1+i\3 1+iy3

(c) Observe que as solugoes encontradas nao formam um poligono regular, mas correspondem a 5 dos
1+iv3 —1+iV3 1 —1—i/3 e 1—iv/3
2 0 2 T T 2 2

seis vértices de um hexagono regular, com vértices: 1, . Observe

que o vértice 1 é raiz de 2% — 1, a tnica raiz que nao é solucao de 2° + 24 + 23 + 22 + 2 +1 = 0.

—1+i\3 1+iy3
2

_1-iv3 1-iV3

A area sera 6 vezes a area do triangulo de vértices 1,0, # Note que este triangulo é equilatero

e seus lados tem comprimento 1. Logo a area do triangulo é v3 e, consequentemente, a area do

4
3V3

hexdgono ¢ =4=.
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