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Gabarito Simulado da Primeira Fase 2017- Nivel Beta

Questao 1 (20 pontos) No plano cartesiano, considere C a circunferéncia de centro em A = (0,0)
e raio igual a 1. O gfafico da fungdo f(z) = 2? é uma pardbola que intersecta a circunferéncia C em
dois pontos que chamaremos de B e C'. Determine a area do triangulo ABC'.

Solugao: Considere B = (z,y). Como B é um ponto no grafico da funcao f(z) entdo y = f(z).
Como B esta na circunferéncia de raio 1 e centro A, entao AB = 1. Por outro lado o teorema de
Pitagoras nos diz que:

(AB) =2* + (f())* = (AB)? = 2* + 2* =

et 22 —1=0. (1)
Ou seja
4 2 2 1 ‘5
r+2- -+ -—-=1=0=(27+=] =-=
2 4
, Vb—1 V5 —1

Obs: As raizes reais da equagao (1) também podem ser obtidas fazendo a substituicao y = x?, resol-

vendo a equacdo y> +vy — 1 =0 e extraindo a raiz quadrada da solucdo positiva desta equacdo.

Por um raciocinio andlogo C' = (2, (2')?) com ’ = +1/¥2=. Assim, o triangulo ABC é o triangulo

0.0, | /\/32—1’\/32—1 . /\/32—1’\/32—1

Observe que a base BC' tem tamanho 2 - @ e a altura relativa a esta base é \/‘?’2’1. Logo a area

com vértices

do triangulo é:

9 - 2

VE-1 . V/5- 3/2
2[5 (\/3—1>
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Questao 2 (20 pontos) Sejam a, b, ¢ trés nimeros reais tais que ab 4 ac + be = 3. Mostre que se
a+b+c+abc>4

entao um dos numeros a, b, ¢ ¢ maior do que 1 e os outros dois sao menores do que 1.

Solugao: Observe que:

(a—1)b—-1)(c=1)=(ab—a—b+1)(c—1)
=abc—ab—ac+a—bc+b+c—1
=abc+a+b+c—1—(ab+bc+ac)>4—-1-3=0.

Como (a —1)(b —1)(c — 1) > 0 ent@o ou os trés termos do produto sdo positivos ou um deles é
positivo e os outros dois negativos. Ou seja, ou a,b e ¢ sao todos maiores do que 1 ou exatamente um
deles é maior do que 1 e os outros dois menores do que 1.

Observe que se a,b e ¢ sao todos maiores que 1 entao ab + ac + bc > 3 contradizendo uma das

hipdteses. Logo concluimos que exatamente um deles é maior que 1 como queriamos demonstrar.
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Questao 3 (20 pontos) Para cada t € R, defina a matriz u(t) por

1 ¢
t) = .
w=(y 1)
Dado n € N, calcule (u(1))".

11 11 11 1 2
Solucao: Observemos que u(1l) = e que u(1)? = . = .
: et = (g 1 Jemenor= (3 1) (01)= (3 1)

1 n
Vamos provar por indugao finita que (u(1))" = L De fato, paran = 1 e n = 2 ja vimos

0
que esta afirmacao é verdadeira. Suponha por hipdtese que tal afirmagao seja verdadeira para um certo
n e vamos provar que é verdadeira para n + 1. Como (u(1))"**
inducao que

11 1 n 1-1+1-0 1-n+4+1-1 1 n+1
u(1)n+1: . _ _ '
01 01 0-1+1-0 0-n+4+1-1 0 1

) 1 n+1 : - . , .
Assim u(1)"! = ( 0 . ) e, por indugao finita, concluimos o que queriamos demonstrar.

=u(1l) - (u(1))" temos por hipétese de

Pégina 3 de 7



“' . XXXIIT Olimpiada de Matematica da Unicamp

V%, ) o - AR
¥ I Instituto de Matematica, Estatistica e Computagao Cientifica
uncame  BMECC Upiversidade Estadual de Campinas

Questao 4 (20 pontos) Determine todas as triplas (a,b,c) de nimeros reais que satisfazem as

seguintes condicoes:
i) os valores a,b, ¢ formam, nesta ordem, uma PA;
ii) os valores a, b, ¢ formam, nesta ordem, uma PG.

Solugao: Seja r a razao da PA (a,b,c), temos b =a+1r e c = a+ 2r. Seja q a razao da PG (a, b, c)
temos b = ga e ¢ = ¢*a. Assim
ga=a+r=alg—1)=r (2)

Fa=a+2r=a(*—1)=2r=alg—1)(g+1)=2r (3)
Substituindo o valor de r obtido na equagao (2) na segunda equagao obtemos:
alg—=1)(¢+1) =2r = alg —1)(g+1) = 2a(¢ — 1) (4)
Logo, de (4) temos que a =0 oug—1=0o0uqg+1=2. Assim (4) implica a =0 ou ¢ = 1.
e Se a =0 entdo de (2) segue que r =0 portantob=a+r=0ec=a+2r =0. Assima =b=c.
e Se ¢ = 1 entao de (2) segue que r = 0 e, portanto, b=a+r =a,c=a+2r =a. Logoa =b=c.

Ou seja, em todos os casos obtemos a = b = ¢ concluindo o que queriamos demonstrar. [
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Questao 5 (20 pontos) Na figura abaixo ABC' é um triangulo equildtero de perimetro 3, P é
o ponto médio de BC' e os circulos C; e Cy sao circulos que passam por P e tém centros em B e C

respectivamente. Calcule a area da regiao hachurada.

Ci

Solugao: Denotemos por A; a area da regiao dada pela intersecao do interior da circunferéncia C;
com o interior do triangulo ABC e A, a area da regiao dada pela intersecao do interior da circunferéncia
Cy com o interior do triangulo ABC'. Note que os segmentos AC, BC' e C'A tem comprimento 1, logo

os raio das circunferéncias C; e Cy sao iguais a 1/2. Como o triangulo ABC' é equildtero todos os

seus angulos internos medem 60 graus e, portanto, as areas A; = A, correspondem a % da area das

1 /1\* 1
A=Ay=-n(=) = =7
Lo 67T(2) 21"

circunferéncias C; e Cy. Assim,

Por outro lado, a éarea total do triangulo ABC' é

bh  1-+/3/2
Aape= 5 = —5— =

SES

Consequentemente a area da regiao hachurada é dada por

V3 1 33—
Aapo = — Ay = T =2 m = —o—.
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Questao 6 (20 pontos) O enunciado do Teorema do Bindémio de Newton afirma que para quaisquer

numeros reais a, b e qualquer natural positivo n temos a igualdade:

(a+b)" = Z < Z ) a"kuF,

k=0

n n!
<k>_m—mw

e 0! = 1 por convencao. Utilize o Teorema do Binémio de Newton para provar que:
1 n
I1+—) =22
n
Solugao : Seja n > 1 qualquer, pelo Teorema do Binomio de Newton temos que

EHEIIGE

em que

para todo natural n > 1.

Entao temos:

Observe que todos os termos que aparecem na expressao

> (1))
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sdo nao negativos. Assim de (5) obtemos

n n k
(1+1> 2y " (1> > 9,
n = \ K n

como queriamos demonstrar. [
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