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Gabarito Segunda Fase 2018 - Nivel Beta

Questao 1 Em uma certa academia hé trés tipos diferentes de barras de ferro. Algumas delas sao de
1kg, outras de 2kg e outras de 3kg. Sabe-se que no total a academia possui 47 barras de ferro e que a

soma dos pesos de todas elas é de 100kg. A academia possui mais barras de 1 kg ou de 3 kg?

Solucao: Seja r a quantidade de barras de 1kg, y a quantidade de barras de 2kg e z a quantidade

de barras de 3kg, como no total a academia possui 47 barras temos:
r+y+ 2z =A4T. (1)
O enunciado também nos diz que a soma dos pesos de todas as barras é de 100kg, logo
z + 2y + 3z = 100. (2)
Multiplicando a primeira equacao por 2 e subtraindo da segunda temos:
r+2y+32—(2r+2y+22) =100 -2 x 47 = z —z = 6.

Em particular temos z > x. Concluimos assim que a academia possui mais barras de 3kg do que barras
de 1kg.
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Questao 2 Para cada tripla de nimeros naturais (a, b, ¢) defina M(a, b, ¢) como sendo o valor minimo
atingido pela funcdo quadrética f(z) = a-2? + b -z + c¢. Por exemplo, M(1,3,1) é o valor minimo

atingido por f(z) = 2% + 3z + 1 que 6 M(1,3,1) = —2.
a) Determine o maior valor possivel para M (a,b, c) quando a,b,c € {1,2,3,4,5}.

b) Ao escolhermos a, b e ¢ ao acaso no conjunto {1,2,3,4,5}, calcule a probabilidade de obtermos a

igualdade
M (a,b,c) = 0.

Solugao:
a) Sabemos que o valor minimo atingido por uma fungao quadrética f(x) = a-2?+b-z + ¢ é dado
por 7= onde A = b* — 4ac. Ou seja,
b? — 4ac _ dac b2

Ma.be) = —— = = 4 " 1a

b2
= M(a,b,c) =c— —.
4a
Observe que para encontrarmos o maior valor possivel para esta ultima expressao precisamos maximizar

o valor de “c” e minimizar o valor do termo que esté sendo subtraido “b?/4a”.
e Como queremos a,b,c € {1,2,3,4,5} entao o maior valor que podemos tomar para ¢ é ¢ = 5.

e Agora precisamos encontrar o minimo de b?/4a. Para isto precisamos minimizar o numerador b e
maximizar o denominador 4a. Como b € {1,2,3,4,5} entdo o menor valor possivel para b? ocorre

quando b = 1. Como a € {1,2,3,4,5} entdo o maior valor possivel para 4a ocorre quando a = 5.
Ou seja, o maior valor possivel para M (a,b, c) quando a,b,c € {1,2,3,4,5} é

12 1 99
(5,1,5) =5 4 x5 ) 20 20

b) Precisamos encontrar a probabilidade de termos
2

b
=M —c— — = 4ac = b°.
0 (a,b,c) =c 1, = dac b
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Para isto contaremos quantos sdo os casos favoraveis, ou seja, em quantos sorteios a tripla (a,b,c)
satisfaz a equacao 4ac = b* e dividiremos pelo ntimero de casos totais.
Suponha que uma tripla (a, b, ¢) satisfaz 4ac = b*. Entao, como 4ac é um ntimero par segue que b

deve ser um numero par e, portanto, b deve ser par. Ou seja, como 1 < b < 5 s6 podemos ter b = 2 ou
b=4.

e Se b =2 temos

dac = 2% = ac = 1.

Como 1 < a,c¢ < 5 a tnica possibilidade é entdo a = ¢ = 1. Ou seja, a tripla (1,2, 1) esta entre os

casos favordvelis.

e Se b =4 temos

dac = 4% = ac = 4.

Assim podemos ter (a,c) € {(1,4), (4,1), (2,2)}. Ou seja, obtemos neste caso trés triplas
favoraveis (1,4,4), (4,4,1), e (2,4,2).

No total obtivemos 4 casos favoraveis. O ntmero de casos totais, ou seja, o nimero de possibilidades
de sorteios de triplas (a, b, c) com a,b,c € {1,2,3,4,5} é 5 x5 x5 = 125. Logo, a probabilidade de que

a tripla sorteada satisfaca M(a,b,c) = 0 é igual a
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Questao 3 Seja ay,as,as,...,a,,... uma PA (progressdo aritmética) de nimeros reais. Sabendo que:
1) g = 1,
2) os termos ay, ay, a3 formam uma PG de razao q # 1;

Calcule a razao da PA e determine o valor do termo aoy.

Solucgao: Primeiramente vamos fixar as notagoes. Denotemos

® a:=ay;

e r arazao da PA a4, a., .. ;

e como no enunciado denotaremos por q a razao da PG aq, a4, a;3.
O item (2) nos diz que a1, a4, a3 é uma PG, ou seja:

ay=q-a, a;3 = ¢ - a. (3)
Por outro lado, como a sequéncia (a,), é uma PA de razao r temos
ay =a—+3r, a3 =a+ 12r.

Substituindo em (3) temos

a+3r=q-a, (4)

a+12r =¢*-a. (5)

Multiplicando (4) por 4 e subtraindo de (5) temos
a+12r—4da—12r=¢*-a—4qg-a= -3a=¢*-a—4q-a.

Agora temos duas possibilidades, ou a = 0 ou ¢* — 4¢q = —3.
Se a = 0, ou seja, se a; = 0 entao como aq, ay, a;3 formam uma PG temos as = a13 = 0. Neste caso
teremos

O=ay=a14+3r=3r=0=r=0.

Pégina 4 de 9



“' . XXXIV Olimpiada de Matematica da Unicamp y
NN ) o - o

¥ I Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica

wncame  BMECC Upiversidade Estadual de Campinas

Mas isto implicaria as = a; +7 =0+ 0 = 0 o que contradiz a hipdtese (1) de que as = 1. Ou seja, de

fato a # 0 e, portanto, devemos ter

A+ V2 -4.1-3 4+V4
2 2

¢ —4g=-3=¢-4+3=0=¢q=

portanto
442 3 4 —2 1
1= 1=

Pelo segundo item do enunciado ja sabemos que ¢ # 1. Logo concluimos que a razao da PG é
q=3.
Assim, substituindo ¢ = 3 na equagao (4) temos
a+37“:3a:>r:2§a.

Agora, pelo primeiro item do enunciado ay = 1. Por outro lado as = a + r, ou seja,

brelmat 02 3
a T = Qa _— = _— = a = —
3 3 5

concluindo que o primeiro termo da PA é 3/5. Finalmente obtemos

Assim a razao da PA é 2/5. A partir da razao e do valor do primeiro termo podemos calcular facilmente

0 termo ao7:
2 3452

3
= 26-r==-+26--= 11.
o7 = a + T 5—|— 5 5
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Questao 4 Seja ¢ € R uma constante, e sejam f: R — R e g : R — R fungoes reais satisfazendo
f(z) - g(x) = ¢ para todo x € R.

Mostre que f e g nao podem ser ambas bijetoras.

Solugao: Faremos a demonstracao por absurdo.
Suponhamos que as funcoes f e g sejam ambas bijetoras. Neste caso, como f é sobrejetora existe

um numero real zy tal que f(zg) = 0. Assim,

¢ = f(xo) - g(zo) =0+ g(z0) =0,

ou seja, devemos ter ¢ = 0.

Substituindo ¢ = 0 na equagao dada no enunciado obtemos
f(z) - g(xz) =0, paratodo z € R.

Em particular temos

f(1)-9(1) =0, (6)
f2)-9(2) =0, (7)
f3)-9(3)=0 (8)

Observe que (6) nos diz que f(1) = 0 ou g(1) = 0. Suponhamos, sem perda de generalidade, que

f(1) = 0. Neste caso, como [ é injetora devemos ter

f@)# Q) e f(3)# f(1)

ou seja, f(2) # 0 e f(3) # 0. Mas entao pelas equagoes (7) e (8) obtemos g(2) = 0 e ¢g(3) = 0. Em
particular g(2) = g(3) contradizendo a injetividade da func@o g(x). Ou seja, ao assumir que ambas sao
bijetoras caimos em uma contradicao. Logo, duas func¢oes satisfazendo a condicao do enunciado nao

podem ser ambas bijetoras. O]
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Questao 5 Seja ABC'D um quadrado com lados de comprimento 8 cm e I' a circunferéncia inscrita a
ABCD. Denote por O o centro de I'. Seja E um ponto sobre o lado AB de forma que o segmento de
reta que liga A a E tem comprimento igual a 1 cm. Seja F' a intersecao do segmento de reta £O com

I', considere G a intersecao da reta AF com o lado BC. Calcule o comprimento do segmento BG.

Solucgao: A figura abaixo representa a situacao descrita no enunciado.

A _E B

F

Figura 1: Figura inicial

Denotemos por « o angulo ZBAG. Observe entao que

BG  BG
tanag = =— = —
AB 8
= BG = 8- tana. (9)

Portanto, basta calcularmos tan a.

Consideremos H o ponto de interse¢ao de I' com o lado AB como na figura 2. O angulo ZOHA ¢
reto e, além disso, OH = 4cm pois corresponde ao raio de I' que ¢ igual a metade do lado do quadrado
ABCD. Agora observe que

o FH=AH — AF = (4 —1)em = 3 cmy;
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e por pitagoras EO =FEH +OH = FEO =5 cm;

e OF = OH = 4cm pois OF é o raio de T, logo

EF=FEO—-OF=(5—-4)cm=1cm.

Assim, o triangulo AEF é isésceles pois AE = EF = 1 cm. Consequentemente temos
/EFA=/FAF = qa.
Portanto o angulo externo ZH FO ¢é dado por

LHEO = LEFA+ ZEAF = 2a.

Figura 2: O triangulo AEF ¢é isosceles e ZHFEO = 2 .
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Olhando para o triangulo retangulo £FHO temos

H 4
tan 2a = tan(ZHEO) = O: =-.
EH 3

Como precisamos determinar tan o utilizaremos a tangente da soma de arcos. Sabemos que

2-tan«
tan 2o = ————,
1 — tan“ «

assim, pela equacao anterior temos

2-tan« 4
—2:—=>6-tana:4—4-tan2a=>2-tan2a+3-tana—2:().
1 —tan* « 3

Resolvendo esta equagao de segundo grau temos,

—3+v32+4x2x2 —3+5
4 4

tano =

logo tana = 1/2 ou tana = —2. Como 0 < o < 7/2 entdo s6 podemos ter tana = 1/2.
Substituindo em (9) temos

B_G:8~tana:8~%:4cm.
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