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Gabarito da Prova da Primeira Fase 2017 - Nivel Beta

Questao 1 (10 pontos) O logo da OMU ¢ formado por uma cincunferéncia, dois triangulos equiléteros
congruentes e uma parabola como mostra a figura abaixo. Sabendo que a circunferéncia esta circunscrita
a um dos triangulos e que a pardbola é descrita pela fungao f(z) = 22 e passa por dois vértices do

triangulo que possui um vértice em (0, 0), calcule o comprimento da circunferéncia.

y

Solucgao: Primeiro vamos calcular o lado dos triangulos equilateros congruentes. Temos que o
triangulo que intercepta a pardbola tem como vértices os pontos (0,0) e (—a,a?), para algum a > 0

(veja na figura abaixo).

('a! az)
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Sendo assim, o lado do triangulo é 2a e portanto sua altura é av/3. Igualando a altura do triangulo
com a ordenada do vértice (—a, a?) obtemos que a = v/3. Logo, o lado do tridangulo é 2v/3. Agora, vamos
calcular o raio da circunferéncia cirscunscrita ao triangulo. Sabendo que em um triangulo equilatero
o baricentro e o circuncentro coincidem obtemos que o raio é igual a dois tercos da altura, ou seja,

r= % x 3 = 2. Portanto, o comprimento da circunferéncia é 4.

Questao 2 (10 pontos)

a) Prove que, para quaisquer niimeros reais positivos a e b, temos

a—;—bz\/%’

com igualdade se, e somente se, a = b.

b) Determine o maior valor possivel para a expressao

2(2 —y)/ry

onde z,y, z sao numeros reais positivos satisfazendo z > y e x + z = 2017.
Solucao:

a) Dados quaisquer niimeros reais positivos a e b sabemos que (a — b)?> > 0 com igualdade se, e

somente se, a = b. Assim,

a? = 2ab+b> > 0= a® + 2ab+ b> > 4ab = \/(a+b)222\/%:>a7+b2\/%

com igualdade se, e somente se a = b, concluindo o que queriamos demonstrar. [J

b) Primeiramente observemos que, pela alternativa (a), temos

2y <z +y

com igualdade se, e somente se, x = y.
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Portanto,

V2 —y)Vry < /(2 —y)(z +y)

com igualdade se, e somente se, x = y. Novamente pela alternativa (a) temos

ViE—y)e+y) < (Z_Z/);F(ffﬂ/) :Z-;x

com igualdade se, e somente se, z — y = = + y. Assim, juntando as duas igualdades anteriores e

considerando que x + z = 2017 temos que

Ve ovE < VE oy < =20

com igualdade se, e somente se, r =y e z —y = x + y. Logo a igualdade ocorre se z = 3z. Mas
como x + z = 2017 entao 4r = 2017 =

2017 . 5 2017 6051
= r=  — ya— —_— = —
Y 1 1 4
Ou seja, o maior valor possivel para a expressao dada é @.
0 -1
Questao 3 (20 pontos) Dado a seguinte matriz: A = 0 1 0
-1 0 1
a) Calcule as matrizes A? e A3,
b) Determine A", para todo natural n > 2.
Solucgao:
a) Fazendo a multiplicagdo de matrizes temos
1 0 -1 0 -1 0 =2
A= o 0 0o 1 0 |=
-1 0 -1 0 -2 0
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0 -2 0o -1 0o -4
A=fo0o 1 o)l 0 1 0 |=]0 1 0
-2 0 2 -1 0 1 -4 0 4

De fato para n = 1 a afirmacao é verdadeira. Suponha que seja verdadeira para um certon > 1 e

vamos provar que é verdadeira para n + 1. Como A" = A" . A, pela hipétese de inducao temos,

2n71 0 _2n71 1 0 -1 2n71 + 2n71 0 _2n71 . 2n71
A = 0 1 0 4 o 1 0 |= 0 1 0
_2n—1 0 2n—1 -1 0 1 _2n—1 _ 271—1 0 2n—1 + 2n—1
2" 0 —2"
= 0 1 0 ;
—2" 0 2"

0 que prova que a afirmacao é verdadeira para n + 1. Assim, por inducao finita concluimos que a

afirmagao é verdadeira para todo n > 1, ou seja,

Questao 4 (20 pontos) Seja (aj, ag, as,...) uma PA com a; = 7 e razao r. Calcule

2017
> v
em funcao de 7.
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Solucao: Primeiramente vamos dividir o problema em dois casos e trabalhar separadamente:
Caso 1: A razao é nula, ou seja, r = 0.

Neste caso temos 7= a1 = ay = a3 = ... = a9p17. Entao

2017 2017

2016
Z\/_h/_ Zf+f N

Caso 2: 7 # 0.
Neste caso, uma vez que ai,ds, ..., a7 ¢ uma PA de razao r temos a, — ap_1 = r paratodo 1 < k <
2017. Assim, para todo 1 < k < 2017 temos:

I L Va—an e i Ja - Ja
Vi AT BT Nt o r

Logo

2017 2017 2017
S s e s e
5Vt V_ =
Mas observe que na somatoria 22017 Var — \/ar_1 varios termos se cancelam, restando apenas dois

termos conforme mostrado abaixo:

2017

Z\/ak — Var—1 = \/as — /a1 + \Jaz — \J/as + Jag — \/az + ... + /a016 — /2015 + V2017 — /2016
k=2

= @ — a1 + \fT3 — f@G + \faL — a3+ .+ Afasaie — famts + /aeoir — Afaate
:\/a2017—\/a_1-

Mas a1:7ea2017:a1—|—2016~7“:7+2016~7“. LOgO

31:7 1 Q2017 — \/a_l . V7 +2016r — \/7
p Vg 4 /a1 r r ’

concluindo o que queriamos.
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Questao 5 (20 pontos) Hélio possui um jardim retangular ABCD, representado na figura abaixo,
onde deseja plantar frutas. No ponto A estd localizada uma estaca na qual Hélio amarra seu cavalo com
uma corda de comprimento 61/2 metros. No jardim hé também um muro, representado pelo segmento
EF, de trés metros de comprimento. Ignorando o tamanho do cavalo, determine o méximo da area que

Hélio podera utilizar para plantar as frutas de forma que o cavalo nao consiga comeé-las.

B C

Ny F 6m

3m

A 3v3m E 5m D

Solugao: Ao longo da solugao todas as medidas serao em metros. Para simplificar a escrita omiti-
remos a notacao de metros durante a solucao.
Denote por GG o ponto extremo da corda quando ela toca o ponto F' da parede EF e H o ponto em

que a corda toca o lado BC quando estendida (veja a figura abaixo), em particular AH = AG = 6v/2

que é o comprimento da corda. Pelo Teorema de Pitagoras temos que BH ? —|—AB2 — AH’. Substituindo
os valores AB = 6 ¢ AH = 6v/2 obtemos BH = 6. Assim, o triangulo ABH é isosceles e HAB =
BHA = 45°. Observe também que, por Pitdgoras, AE +EF =AF = 21+ 9=AF = AF = 6.
Logo FG = AG — AF = 6y/2 — 6. Vamos provar que F'G < 3. Temos as seguintes equivaléncias:

— 3 9
FG:G(\/§—1)<3<:>6\/§<9<:>\/§<5@2<1—1<:>8<9.

Como a tltima desigualdade é verdadeira concluimos que F'G < 3. Chame de I o ponto que pertence
ao segmento EF e cuja distancia ao ponto F é 6(v/2 — 1).

A partir do ponto H o cavalo poderd pastar dentro de um setor circular de raio 6/2 e angulo H AG ,
conforme mostra a figura abaixo, até que a corda toque o ponto F' e depois, a partir de GG, o cavalo

poder passar dentro de um setor circular de raio F'G = 6v/2 — 6 e angulo GF1I. Veja a figura abaixo:
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Vamos entao calcular a area de cada uma das regioes demarcadas acima.

Area do triangulo ABH: Chame esta area de A;. Entao

AB-BH
Aj="—F—=18

Area do triangulo AFF: Chame de A, esta area. Entao

_AE-EF 9V3
N 2 2

2

Area da regido circular AHG: Chame Aj esta drea. Como jd sabemos que AH = AG = 6v/2 ,

para obtermos As precisamos calcular o angulo H AG. Chame o = FAE. Entao

3vV3 3
Logo o = 30°. Agora temos

HAG =90° — HAB — FAE = 90° — 45° — 30° = 15°.

Entao a area da regiao circular AHG ¢é dada por

Ay = DA =

1
— 2)? = 3.
260 24%(6\/_) 3r
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Area da regiao circular /F'G: Similar ao caso anterior, ja sabemos que o raio dessa regiao circular
é FG = 6v/2— 6, entdo precisamos calcular o angulo GF'I para obter a drea A, da regiao circular I F'G.
Como EAF = 30° entdo AFE = 60°. Logo GFI = 180° — 60° = 120°. Assim

120 — 1
Ay = %WFGZ = §7r(6\/§ —6)* = 1277(\/5 - 1)%

Finalmente, para calcular a area que Hélio pode usar para plantar as frutas devemos calcular a area
do retangulo ABCD e subtrair as areas A;, Ay, A3z e A4 calculadas acima. Logo, a area que Hélio

podera utilizar é:
93 5
ABCD—A1—A2—A3—A4:6(3\/§+5)—18—T—Bw—l%r(\/ﬁ—l) =

27
=12+ Eﬁ — 3m(13 — 8v/2).
Logo, a area que Hélio podera utilizar para plantar é de 12+ %\/5—37r(13 —8+v/2) metros quadrados.

Questao 6 (20 pontos) Mostre que, para todo nimero inteiro n > 2, temos

2
{L/ﬁ<\/;+1.

Solugao : Considere = {/n — 1. Entao pelo Teorema do Binémio de Newton temos que:

(x+1)":2<z>xk> (g)xmr(g)xz:pr@xz.

Mas como (z + 1)" = (/n)™ = n entao temos

—1 2n — 2 2
no14rzD o 22 s 2
2 n(n —1) n

2 2
x<\/j:> {1/5<\/j+1,
n n

Portanto

como queriamos demonstrar. [
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