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Questao 1 (20 pontos) Determine todas as triplas de ntimeros reais (z, vy, z) satisfazendo o sistema
de equacoes:
r+2y—z = 1,
3r—4dy+z2 = 1,
2yt 22 = 2
Solucao : Usaremos as duas primeiras equagoes para escrever todas as variaveis em funcao de z e
substituiremos na terceira equacao.

Primeiramente, somando a primeira e a segunda equagao obtemos:
dr —2y=2=y=2x—1. (1)
Agora substituindo y = 2x — 1 na segunda equagao obtemos:
3r—4-2x—-1)+z2=1=br—-2—2=1=2=>5x—3. (2)
Substituindo entao na terceira equagao obtém-se:
2 =24 (20 — 1) + (5z — 3)? = 2® + 42® — 4o + 1 + 252° — 302 + 9 = 302 — 34z + 10.

Logo,
1522 —17Tx +4=0.

Pela férmula de Bhaskara temos:

C1TEVIT?P—4x15 x4 1T+£V49  1T+7

x
2x 15 30 30
Assim, as duas solugoes sao:
174+7 4 17—-7 1
xr = = -, rT = ——— = —,
30 ) 30 3
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Substituindo « = 2 nas expressoes de y e z dadas em (1) e (2) temos:

8 3
=" —1=32, 2=4-3=1.
y=z = 7

Assim uma solucao é (g, %, 1).

Analogamente, substituindo z = 1

5 nas expressoes de y e z dadas em (1) e (2) temos:

Logo as solugoes sao
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Questao 2 (20 pontos) Considere a fun¢ao A(z), € R, definida por

Ax) = Va2 - ¢ <3x2>2- 0 (3 <3x2)2>

Calcule A(3), A(4) e A(5) e verifique que:

Solucao 1: Observe que

Ou seja (A(z))” = 2*(A())* = A(x) = 2”
Consequentemente, A(3) =9, A(4) =16 ¢ A(S) = 25, concluindo portanto que A(3) + A(4) = A(5)

como querlamos.

Solucao 2: Como V2 = :cg, entao

A sequéncia

JONGHOE

¢ uma PG infinita de razao ¢ = 2/3 e com primeiro termo 2/3. Lembremos que dada uma PG infinita
com primeiro termo a; e razao g, a soma de seus termos ¢ dada por -

Logo, a soma dos termos da PG de primeiro termo 2/3 e razao ¢ = 2/3 é

2 2\ [/2\° 2/3  2/3
Z Z Z =7 7 _ 9
s+ (3) +(5) =it

3
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Assim, por (3) temos:

A(z) = 2%

Logo A(3) =9, A(4) = 16 e A(5) = 25, concluindo portanto que A(3) + A(4) = A(5) como queriamos.
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Questao 3 (20 pontos)

a) O desenho abaixo exibe um triangulo isésceles com dois lados de tamanho 1 e com angulo interno

6 dado em radianos. Mostre que x < 6.

\ O

b) Prove que para qualquer 0 < 6§ < 7 temos

senf < 4.

Solugao: a) Considere O, A e B os lados do triangulo do enunciado e C' a circunferéncia cujo centro

¢ O e com raio 1 conforme a figura a seguir:

>

Lembremos que o comprimento do arco de angulo # em uma circunferéncia de raio R ¢ dado por
Il =0-R. Assim, o comprimento do arco em vermelho é dado por: [ =6 -1 = 0. Agora observe que tal
comprimento é maior do que o comprimento do segmento que liga A e B, pois o segmento que liga A

até B é o caminho mais curto unindo estes pontos. Logo,
x <0
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como queriamos demonstrar.
b) Se 6 = 0 entao sen(0) = 0. Assim, podemos assumir agora que 6 > 0. No mesmo desenho da
alternativa (a), considere H o ponto no lado OB tal que AH 1 OB.

A

AN,

Seja h = AH entao h < x pois x é o comprimento da hipotenusa no triangulo AHB. Além disso,

senHZAZH:—:h.
OA

Logo
Da alternativa (a) temos x < 6, portanto

como queriamos demonstrar. []
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Questao 4 (20 pontos) A figura a seguir mostra dois octégonos regulares idénticos ambos com um
lado intersectando um dos lados do quadrado ABC'D e de forma que os pontos F, B e C sao colineares.

Sabendo que a area do quadrado ABC'D é 1 determine a area do triangulo hachurado na figura.

Solucgao:
Considere os vértices F, G, H,I do octégono superior e os vértices J e K do octégono inferior

conforme indicado na figura 1 abaixo:
Além disso, conforme indicado também na figura 1, considere L o ponto sobre o lado JK de forma

que o segmento LG seja perpendicular a F'G.
Observe que como JK ¢é paralelo a F'G entao a altura do triangulo K F'G com respeito a base F'G

é exatamente: LG. Assim, temos:
, 11— —
Area(KFQG) = §FG - LG. (4)

Agora, novamente pelo fato que os lados JK, IH e FG sao paralelos entre si e como os octogonos

sao identicos, concluimos que:

IG—2.GH+ B (5)

onde M é o ponto sobre o lado I H tal que BM é perpendicular a IH em M.

Denote por [ o comprimento do lado dos octégonos. Como AIBH é retangulo e BM ¢ altura com
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Figura 1: Vértices e outros pontos na figura

relagao a hipotenusa I H, obtemos:

BM:W:QZL
2 2

Aplicando o teorema de pitagoras para o triangulo I M B obtemos:

T I I - B
BB+ ="+ LT .
+ 11T 7

Assim, o tamanho do lado do quadrado ABCD é:
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Como a area do quadrado é igual a 1 concluimos que

1:_B:\/§+1l:>l: V2

V2 V241

Em particular FG =1 = \/\i/il'

Além disso, substituindo o valor de [ para encontrar BM em (6) temos:

- 2
BM:lzL_

27 2. (vV2+1)

Resta encontrar GH. Observe que como o octogono é regular entao:
GH = AE.

Como ABFE é um triangulo retangulo entao:

AE’ = AB + BE .

Como ABCD é um quadrado de area 1 entdo AB = 1. Além disso, EH = Al e HB = IB, logo

EB=FEH+HB=AI+1IB=AB =1.

Assim,

AE =2 = GH = V2.

Substituindo o valor de BM e o valor de GH em (5) obtemos:

EZQ'ﬂ—I—L

2-(V2+1)
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Agora, substituindo o valor de F'G e de LG em (4) obtemos:

Area(KFG):%m.m:1.< V2 )(2\/5+2(L

2 \V2+1 V2+1)
V2 (@V2(V2+ 1) +42)
2 2(vV2 +1)2
V2 8+45V2
T2 23+2V9)
_8V2+410
 4(2v2+3)
245
4246
Concluimos entao que:
! ¢ 4245
Area(KFG) = WA

PAGINA 10 DE 12



“' . 35° Olimpiada de Matematica da Unicamp y
NN ) ) o e

¥ I Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica

wncame  BMECC Upiversidade Estadual de Campinas

Questao 5 (20 pontos) Dizemos que um niimero inteiro positivo m admite decomposi¢ao primaéria
se para quaisquer primos positivos distintos p e ¢ que dividem m, existirem inteiros nao nulos a e b,
primos entre si, tais que

m=a-p+b-q.
1) Mostre que 30 admite decomposi¢ao primaria.

2) Mostre que se m é um nimero natural impar divisivel por pelo menos trés primos distintos, entao

m admite decomposicao primaéria.

Solucgao :

1) Como 30 =2 -3 -5 entao podemos analisar uma a uma cada escolha de p, q.

e Para p =2 e g =3 (ou equivalentemente para p = 3, ¢ = 2) podemos escrever:
30=9x2+4+4x3.

Neste caso mdc(9,4) = 1 como queriamos.

e Para p =2 e g =75 (ou equivalentemente para p = 5, ¢ = 2) podemos escrever:
30=5x2+4x5.

Neste caso mdc(5,4) = 1 como queriamos.

e Para p =3 e g =75 (ou equivalentemente para p =5, ¢ = 3) podemos escrever:
30=5x3+3x5.

Neste caso mdc(5,3) = 1 como querfamos.

Logo 30 admite decomposi¢ao primaria.
2) Seja m impar e sejam p e ¢ numeros primos distintos dividindo m entao existe = € N tal que

m=2x-pq.

PAGINA 11 DE 12



“' . 35° Olimpiada de Matematica da Unicamp y
NN ) ) o e

¥ I Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica

wncame  BMECC Upiversidade Estadual de Campinas

Além disso, como m é impar o numero natural x deve ser impar e como m tem pelo menos trés divisores
primos distintos, x deve ser divisivel por algum primo, ou seja, z > 2.
Agora, escreva

m={[z—1)q-p+tp-q

e considere a = (z — 1)g e b = p. Como p nao divide ¢, entao p divide a somente se p dividir (z — 1),
ou seja,
mdc(a,b) =1 ou p|(z—1).

Se mdc(a, b) = 1 entdo nao hd mais nada a fazer. Se p|(z — 1) ent@o, como x > 2, podemos considerar
a decomposigao:
m = [(z —2)q]-p+(2p) ¢ (7)

Agora, 2 nao divide (z — 2) pois z — 2 é impar (ja que x é impar) e 2 nao divide ¢ pelo mesmo motivo.
Além disso, p nao divide ¢ e p nao divide x — 2 pois, caso contrario teriamos
pllle—1)—(z—2))=pll=p=1
caindo em contradi¢ao. Portanto
mde((z — 2)q,2p) =1

donde segue que (7) é uma decomposi¢do como a exigida no enunciado.
Assim, todo nimero impar m com pelo menos trés fatores primos em sua fatoragao admite decom-

posicao primaria. [
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