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Questao 1 20 pontos
Determine o conjunto solucao da equacgao

125 +1) — 3195@+1)

Resolucao
Inicialmente, vamos decompor em fatores primos cada um dos nimeros 125 e 3125, que sao
dadas por:

125 = 5° e 3125 = 5°.

Desse modo, a equacao acima pode ser escrita como:
125+ _ g195@+1) — 5322 +3) _ 5G+5)
Assim, obtemos a seguinte equacao
322 +3 = 5z + 5 — 322 =5z —2 =0,

que é uma equacao de segundo grau, cujas raizes sao dadas por:

5+4v254+24 547
6 6

Portanto, o conjunto solucao da equacao 125" +1 = 3125+ & dado por:
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Questao 2 20 pontos
Considere a sequéncia (X,) definida da sequinte forma:
X1 - {O}
X2 = {27 4}

X; = {6,8, 10}
X, = {12, 14, 16, 18}
X; = {20, 22, 24, 26, 28}

Por simplicidade, vamos escrever o n—ésimo termo dessa sequéncia da forma:
... (n)
={X, , XM
(a) Determine o primeiro elemento do oitavo termo dessa sequéncia.
(b) Determine a soma dos elementos do oitavo termo dessa sequéncia.

(¢) Determine a expressao do primeiro elemento X

n—ésimo termo dessa sequéncia em func¢ao de n.

e do n—ésimo elemento Xy(Ln) do

(d) Mostre que a soma dos elementos do n—ésimo termo dessa sequéncia € dada por:

SOXB = XD 4 X = (e 1),

Resolugao
Observe que

xM=0, xP=2, xP=6, xP=12, xV=2.

Assim, Podemos dizer que o primeiro elemento do n—ésimo termo dessa sequéncia é dado
1
por (n — 1)n. Logo, o primeiro elemento do oitavo termo dessa sequéncia é dado

por: Xé) = 56.

O oitavo termo dessa sequéncia, Xg, possui oito elementos que estao em uma PA de razao

g = 2. Assim, temos

Sg:MGTm:5O4’

uma vez que Xég) =56 +2x7 =70
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Observe que o n—ésimo termo dessa sequéncia possui n elementos que estao em uma PA

~ . . 1 . ;.
de razao ¢ = 2 e primeiro elemento xﬁ) = n(n —1). Assim, o n—elemento do n—ésimo
termo dessa sequéncia é dado por:

x" = x4+ qn-1)
= nn—1) + 2(n—1)
= (n—1(n+2).

Vamos denotar por S,, a soma dos elementos do n—ésimo termo dessa sequéncia. Assim, a
soma dos elementos do n—ésimo termo dessa sequéncia é dada por:

n( X + x5

S, =

2
_ n((n—1n+ (n — 1)(n + 2))
2
 (n=1)2n+2)n
N 2

= (n—1)(n+1)n

= n(n? —1).
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Questao 3 20 pontos

(a) Sejam os triangulos ABC e A'B'C'. Mostre que, se as alturas relativas as bases BC'
e B'C’ dos dois triangulos sao iguais, entdo a razao entre a drea do triangulo ABC
e a drea de A'B'C" € igual a razdo entre suas respectivas bases BC e B'C'.

h

B C B' C

(b) Na figura abaizo, as dreas dos triangulos APE, DCP, DBP e BPF sdo iguais
a 100, 30, 20 e 25 centimetros quadrados, respectivamente. Determine a drea do
triangulo ABC.

Resolucao

(a) Vamos denotar por A; a édrea do triangulo ABC' e por A, a drea do triangulo A’B'C".
Como os triangulos ABC e A'B'C’ tém alturas iguais relativas as bases BC e B'C’,
respectivamente, temos

BC x h _ B'C'xh Ay B

A = A _ :
1 9 e 2 5 <~ A, 50
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(b) Sejam A; e A, as dreas dos triangulos FPA e CPFE, respectivamente, como ilustra a
figura abaixo.

Desse modo, temos as seguintes igualdades:

(1) Como os triangulos DPB e DPC tém alturas iguais relativas as bases BD e DC,

respectivamente, temos
20 30

BD DC
(2) Como os triangulos BDA e CDA tém alturas iguais relativas as bases BD e DC),
respectivamente, temos

A 4+25420 100 + Ay + 30
BD B DC '

(3) Como os triangulos BFP e AFP tém alturas iguais relativas as bases BF e AF,
respectivamente, temos

25 A

BF AF’
(4) Como os triangulos BFC e AFC tém alturas iguais relativas as bases BF e AF,
respectivamente, temos

30+20+25  Ap+ 100+ A
BF AF '

De (1) e (2), temos

A +25+20 20
- A — 24, = 125. (5
10+ A, 130 30 A 2 oo (9)

De (3) e (4), temos

30 + 20 + 25 25
= — = 24, — A, = 100. 6
Ay + 100 + A, A, ! 2 (6)
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De (5) e (6), temos

195+ 24, 100+ A
A = J; 2 _ ;2 e 250 + 44y = 300 + 34y = Ay = 50.

Assim, temos A; = 75.

Portanto, a drea do triangulo ABC é igual a 75 + 25 + 20 + 100 + 50 + 30 = 300 cm?.
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Questao 4 20 pontos

Definicao 1 A Distancia do Tdxi entre os pontos P = (a,b) e Q@ = (c,d), que
vamos denotar por dr(P,Q), no plano numérico é definida da forma:

r(P.Q) = |c —al + |d—b] .

(a) Dados os pontos P = (2,4) e B = (4, ), determine o(s) valor(es) do parametro b
de modo que dr(P,B) = 9.

(b) Dado o ponto P = (2,5) e a reta r representada pela equacao
2r +y = 4.
Determine os pontos @ pertencentes a reta r de maneira que dp(P,Q) = 5.

Resolucao
(a) A distancia do taxi entre os pontos P e B é dada por:

dr(P,B) = |4 — 2|+ |b—4]| =9 <« |b—4]|=71T.

Desse modo, temos que resolver a seguinte equagao modular

b—4| =7,
que ficamos com duas situacoes dadas por:
b—4=17 e —(b—4)=17,
que fornecem as seguintes solugoes b = 11 e b = —3.

Portanto, encontramos dois pontos By = (4,11) e By = (4,—3) que satisfazem a condigao
dr(P,B) = 9.

(b) Note que os pontos que pertencem a reta r sao escritos por @@ = (z, 4 — 2z). Desse
modo, a distancia do taxi entre os pontos P e () é dada por:

dr(P,B) = |z — 2|+ |4 —2x — 5| =5
Desse modo, temos que resolver a seguinte equacao modular
|z — 2|+ |2z + 1| =5.

Assim temos as seguinte situagoes
Primeira Situacao: =z — 2 >0 e 2z + 1 > 0, isto é,
r > 2 e r > ——

o que torna possivel obter uma solucao da equagao
r—24+2r4+1=5 <= =06 <= z=2.

Assim, obtemos um primeiro ponto Q1 = (2,0) € r.
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Segunda Situagao: x — 2 >0 e 2z 4+ 1 < 0, isto é,

> 2 < 1

x e z ——

- - 2

o que torna impossivel obter uma solugao da equacao modular, com essa situacao.
Terceira Situacao: = — 2 <0 e 2x + 1 > 0, isto é,

r < 2 e r > —=

o que torna possivel obter uma solucao da equagao
—r+24+2r+1=5 = x=2.

Assim, obtemos 0 mesmo ponto @; = (2,0) € r, com essa situagao.
Quarta Situacao: =z — 2 <0 e 2x + 1 < 0, isto é,

r < 2 e r < —=
o que torna possivel obter uma solucao da equagao

-z +2—-2r—1=5 <+—= -3r=4 <+— g = —

QO W~

4 20
Assim, obtemos um segundo ponto Qs = <—§, ?) er.
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Questao 5 - 20 pontos
Na figura abaizo, os angulos OA;B; para i =0, 1,2,3,4,5 e os angulos OB;11A; para
i=0,1,2, 3,4 sdo angulos retos. Além disso, AyOBy = 30° e AyBy = 10 centimetros.
Determine a soma dos comprimentos dos segmentos

AoBy , A1By, AyBy, AsBs, AyBy e AsBs .

5 10

30°

Resolugao
Como

A Ay L AiB; e B;iBi 1 L Bij1A; para i =0,1,2,3,4,

os angulos Bi;l\iBiH e BiB/z:lAi—i-l sao todos iguais a ¢ = 30° para ¢ = 0, 1, 2, 3, 4.

BO
B'I
B
2
0 10
B,
B, 4
B, 9
NN\l e 0 0
b =30°] |
o) Ay Ry A, A, A, A,

11
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Assim, temos

AiBi+1 = AAZBZ COS(@) para 1 = O, 1, 2, 3, 4.

Ai+lBi+1 = AiB’L’+1 COS(Q) para 1= O, 1, 2, 3, 4.

Desse modo, temos

Ai+1Bi+1 = AzBZ(COS(Q) )2 para 1= 07 ]., 2, 3, 4.

Portanto,

Z A;B; = AyBy (1 + (cos(0))* + (cos(8))* + (cos(6))® + (cos(6))® + (cos(6))")

___ 3
com AgBy = 10cm e (cos(f))? = 7 uma vez que 0 = 30°.

Assim, utilizando a formula da soma dos termos de uma progressao geométrica finita de seis

termos, com primeiro termo a; = 1 erazao ¢ = (cos())? = T obtemos

= m .
i=0 1 — § 512
4

3 6
° L (Z) 16835
> AB; = 10 = c

12



