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Questao 1 20 pontos
Considere trés dados honestos com faces numeradas de 1 a 6. Joga—se um dado de cada vez.

(a) Quantos sao os resultados possiveis em que os trés nimeros obtidos sao diferentes?

(b) Qual a probabilidade que a soma dos resultados seja maior ou igual a 167

Resolugao

(a)

Sejam di, do e dsz os resultados obtidos nos dados 1, 2 e 3, respectivamente. Como
procura—se os casos em que di # da, di # ds e do # ds, temos que o nimero de possiveis
resultados para d; sdo 6, para do s@o 5 (devem ser diferentes de dj) e para d3 sdo 4
(devem ser diferentes de d; e de dz). Portanto, pelo Principio Fundamental da Contagem,
o nimero de resultados possiveis é 6 x 5 x 4 = 120.

A maior soma dos resultados dos dados ocorre quando os resultados de todos os dados é

maximo, isto é, quando o resultado dos dados é 6, e portanto a soma maxima é 18.

Como estamos interessados na soma dos dados ser maior ou igual a 16, construimos a tabela
a seguir mostrando os possiveis casos.

Soma dos dados | dy | do | d3
18 6|66
17 6 |65
17 6 | 5] 6
17 51616
16 6 |6 4
16 6 |46
16 416 |6
16 6|55
16 51615
16 51516

Pela tabela acima, verifica—se que o ntimero de casos de interesse sao. Como a probabilidade
de um resultado X, P(X), é definida por

numero de ocorréncias de X

P(X) =

numero de resultados possiveis

e pelo Principio Fundamental da Contagem temos que o ntmero de resultados possiveis é

10
6 x 6 x 6 = 216, conclui—se que a probabilidade é 206"
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Questao 2 20 pontos
Vamos definir no conjunto dos nimeros reais, denotado por IR, as operacdes @& e ® da forma:
T Xy
rPhy = +y + 4 e TRY = 3 para todos z,y € IR,

onde + € a operacao de adicdo e X € a operacao de multiplicacdo de numeros reais.

(a) Mostre que existe um nimero real p tal que r @ pu = px = x, para todo x € IR, isto é,
i € o elemento neutro da operacio .

(b) Mostre que para todo nimero real x # 0 existe um nidmero real T tal que
TRT =TT = [,
isto €, T ¢ o elemento simétrico do elemento x, com relacdo a operacio ®.
(c) Considerando as operagoes & e ®, determine o conjunto solu¢ao da equagao
r@(x@®3) = —2.
Resolugao

(a) Vamos mostrar que existe um nimero real p tal que z® p = p®x = z. Inicialmente,
considerando z # 0, tem—se

X

x®u:$3M:x <~ nw =3
X

u®x:M3x:x — w =3

Observe que para x = 0, tomando p = 3 relagdo acima também é satisfeita. Portanto, o
elemento neutro da operagdo ® é p = 3.

(b) Vamos mostrar que para todo nimero real x # 0 existe um nuimero real z tal que
TRT =TT = [

. TXT N 9
TRT = =3 = r = -
3 x
N TXx R 9
rTRr = =3 = r = -
3 T

Portanto, o elemento simétrico para um ntmero real z # 0, com relagdo a operagdo ®, é

dado por:
= —.
x
(c) Considerando as operacoes & e ®, aequacao =z ® (x B 3) = —2, fica escrita da forma:
z(x +3+4)

3 = -2 — 22 4+ x4+ 6 =0,

que é uma equacao quadratica, cujas solugoes sao dadas por:

~7T+ 49 -24 —T+5
2 a 2

x1:—6 e xgz—l.
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Questao 3 20 pontos
Na figura abaizo temos uma reta passando pelo ponto P = (L,0) e que divide o retangulo em dois
trapézios de mesma drea. Determine a equacdo que representa essa reta.

Y

A

24 — — —

Resolugao: A equacao geral que representa a reta é dada por:
Yy = m(:c - L) )

onde m ¢ o coeficiente angular da reta, que devemos encontrar.

Vamos considerar dois pontos, z; e xs como indicados na figura acima, dados por:
1 = L + a e ro = 3L — a,

uma vez que os dois trapézios tem a mesma area. Substituindo esses ponto na equagao da reta,
obtemos
L =m(L+a—-1) = ma = L.
3
2L = m(3L —a—-L) <= 2L =2Lm —ma <= m = 3
Portanto, a reta que divide o retangulo em dois trapézios de mesma &rea € representada pela

seguinte equagao
3
= —(x — L
y = 5z ),
e os pontos x1 e x9 sao dados por:
2L 5L 2L 7L

:U1:L+3:? e x2:3L—?:?.
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Questao 4 R R 20 pontos
Num triangulo ABC, o angulo ABC' mede 30° e o angulo ACB mede 60°. Seja E um ponto
sobre o lado BC tal que AC = CE.

(a) Mostre que o triangulo ABE € isdsceles e que o triangulo ACE € equildtero.

(b) Determine a drea do triagngulo ABC em fun¢ao do comprimento do segmento AE.

Resolugao

Na figura abaixo temos a ilustragao do problema descrito acima. O tridngulo ABC' é um triangulo
retangulo, uma vez que o angulo ABC mede 30° e o angulo ACB mede 607, logo o angulo
BAC' mede 90°.

C

q
E
|
|
|
4 °

A D B

Vamos analisar primeiramente o triangulo ACE. Como por hipdtese AC = CE, temos que o

angulo AEC e 0 angulo CAE sio iguais. Desse modo, temos CAE = AEC = 60°, uma vez
que o angulo ACB mede 60°. Portanto, o tridngulo ACE ¢ equilétero.

Agora vamos analisar o triangulo ABE. Como o angulo AEC = 60° e o angulo ABC mede
30°, temos que o angulo BAE = 30°, uma vez que o angulo AEB = 120°. Desse modo, o
triangulo ABE é isésceles, com AE = BE.

Finalmente, vamos calcular a drea do tridngulo ABC. Sabemos que AC = AFE, uma vez que o
triangulo AC'E é equilatero. Assim, basta calcular o comprimento do segmento AB em fungao
de AF, considerando AC' a altura do tridngulo ABC com relagdo a base AB.

Note que AB = 2 x AD, e que o comprimento do segmento AD ¢ dado por:

AD = AE x cos(30°) = “foE,

uma vez que ADFE é um triangulo retdngulo. Assim, a area do tridngulo ABC é dada por:

\f x (AE)?
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Questao 5 20 pontos

(a) Determine os valores do pardmetro \ de modo que o sistema linear

admita solucoes nao—nulas, isto €,

T 0
y| # |0
z 0

(b) Escolha um parametro \ encontrado no item (a), e determine o conjunto solug¢ao do sistema
linear acima.

Resolugao

Podemos observar que o sistema linear pode ser escrito da seguinte forma:

1—-A 0 0
1 1-A 1
1 1 1-A

1 00 0
111 = A =10
111 0

ISEENSE S
INIS SO
ISEENSIE S

que é um sistema linear homogéneo. Assim, para que o sistema linear homogéneo admita solucoes
nao—nulas devemos impor que o det(A) = 0, onde A é a matriz do sistema linear que depende
do parametro A. Desse modo, impondo essa condicao tem—se

1-Xx 0 0
1 1-Xx 1 |=0 — 1-X>=-10-XN=0
1 1 1-X

Com algumas manipulacoes algébricas no polinémio acima, obtemos
A=A =XN2=1)=10-=-XN=2\) = X1-MNXA=-2) =0

Portanto, temos que A1 = 0, Ay = 1 e A3 = 2, s@o os valores do parametro A que faz com que
o sistema linear homogéneo admita solucées nao—nulas.
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Para A = 0, temos o seguinte sistema linear homogéneo

1 0 0Of |x 0 1o ol |* 0
1 1 1] [yl = |0 = 11 1 1Y = 0
1 1 1f |z 0 z 0
cuja solugao geral é expressa da seguinte forma:
z 0
yl = af 1 para a € R.
z -1
Para A = 1, temos o seguinte sistema linear homogéneo
0 0 0| |« 0 1o 11 * 0
1 0 1f [y| = |0 <= 11 ol Y| = 0
1 1 0f |z 0 z 0
cuja solugao geral é expressa da seguinte forma:
T 1
yl = a -1 para a € lR.
z -1
Para A = 2, temos o seguinte sistema linear homogéneo
— 0 0] |z 0 1 0 ol |® 0
1 -1 11 ly| = |0 = 01 —1l1Y] = 0
1 - z 0 z 0

cuja solucao geral é expressa da seguinte forma:

0
= a|l para ae€elR.
1

ISEENSE S
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Questao 6 20 pontos
Seja Q = [qij] wma matriz real quadrada de ordem n. Dizemos que @ € uma matriz ortogonal

se Q'Q = 1I,, onde I, € a matriz identidade de ordem n.
(a) Mostre que Q' = Q1.
(b) Mostre que det(Q) = =£1.
(c) Determine como podemos representar as matrizes ortogonais de ordem 2.
(d) Eziba uma matriz ortogonal de ordem 2 e calcule o seu determinante.
Resolucao
(a) Tomando a definigdo de matriz ortogonal, tem—se
QQ =1 <+ QQQ' =1LQ <+ Q(QQ") =0Q <+ QQ =1I,.
Desse modo, obtemos Q'Q = QQ' = I,. Portanto, mostramos que Q' = Q1.

(b) Tomando a definigdo de matriz ortogonal e fazendo uso das propriedades de determinante,
obtemos

det(Q'Q) = det(Q?) det(Q) = det(Q)det(Q) = det(Q)? = det(I,) = 1.
Desse modo, temos que

det(Q)? = 1 — det(Q) = +1.

(c) Considerando um matriz genérica () de ordem 2 dada por:

a b
=[]
Considerando que det(Q) = 1, de acordo com o item (b), sabemos que a inversa da matriz

@ ¢ da seguinte forma:
NEE

—C a

Fazendo Q! = Q! obtemos

a ¢ d —b
[bd]_[ } <= d = a e c = —b .

—C a

Portanto, para det(Q) = 1, temos que

e

Finalmente, considerando que Q'Q = I, obtemos a condicdo a® + b* = 1.
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Considerando que det(Q) = —1, de acordo com o item (b), sabemos que a inversa da matriz
@ ¢ da seguinte forma:
—d b
-1
o=

Fazendo Q' = Q~!, obtemos

a ¢ —d b
[bd}_[ ] <= d = —a e c=25b.

c —a

Portanto, para det(Q) = —1, temos que
-]
Finalmente, considerando que Q'Q = I, obtemos a condicao a? + b = 1.
Portanto, mostramos que uma matriz ortogonal de ordem 2 deve ser de uma das formas:
e[ o [

com a condicdo a’® + b? = 1.

Considerando, por exemplo,

1 ) V3
a = = e = —
2 27
que satisfazem a condicdo a® + b?> = 1, temos as duas possibilidades para uma matriz
ortogonal de ordem 2:
1 ¥v3 1 V3
2 2 2 2
= e =
@ _¥3 1 @ V3 _1
2 2 2 2



