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Questao 1 20 pontos

Na figura abaizo temos um retingulo ABCD cujos lados AB e BC medem 70cm e 42cm,
respectivamente, e o segmento AP mede um quarto do comprimento do lado AB. O ponto E ¢é
a intersec¢ao do segmento C'P com o diagonal BD. Determine a distancia do ponto E ao lado
AB, isto €, determine o comprimento do segmento EF.

D C

A P F B
Resolugao
Podemos resolver o problema geométrico descrito acima com argumentos de Geometria Analitica.

Para isso, introduzimos no plano cartesiano um sistema de coordenadas que seja conveniente para
a resolucao do nosso problema, como ilustra a figura abaixo.

P F B

Nesse sistema de coordenadas a origem ¢é o ponto A = (0,0). Desse modo, os outros pontos tém
as seguintes coordenadas

B = (70,00 , C=(7042) . D= (0,42) e P:<325,0>,

de acordo com as informacoes fornecidas no problema.
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Para determinar as coordenadas do ponto F, vamos escrever a equacao da reta r que passa pelos
ponto D e B, que é dada por:

42 3
r:yz—%(aj—m) = r:y:—gz-l-42,

e a equagao da reta s que passa pelos ponto C' e P, que é dada por:

S —ﬁm—g <= S : —Z—lm—14
Y7 105 2 YT 5 ‘

O ponto E é obtido fazendo a interseccao das retas r e s, que fornece a seguinte equagao

3 7
—gx-|-42:5:£—14 <~ g$:56 <= z = 40 .

Substituindo x = 40 na equacdo da reta r, ou na equacao da reta s, obtemos y = 18. Assim, o
ponto E tem as seguintes coordenadas E = (40, 18).

Portanto, a distancia do ponto E ao lado AB, ou o comprimento do segmento EF, é igual a
EF = 18 centimetros.

Podemos também resolver o problema geométrico através de semelhanca de triangulos. Utilizando
o fato que os triangulos PBC' e PFFE sao semelhantes, obtemos a seguinte relagao
BC BP 42 210

EF PF EF APF

uma vez que BP é igual a trés quartos de AB = 70. Desse modo, obtemos a equacao
210EF = 168PF .

Como os triangulos ABD e FBE sao semelhantes, obtemos a seguinte relacao

AD AB 42 280

== = — - = — 280EF = 8820 — 168PF ,
EF EF 210 — 4PF

FB

uma vez que F'B ¢éigual a

—— 3

B — — 210 — 210 — 4PF
B:EAB—PF <~ FB = — — F:(i.
4 4 4
Desse modo, temos a equacao

280FF = 8820 — 168PF .

Substituindo 168PF = 210E'F na equacao acima, obtemos

280FF = 8820 — 210EF — 490FF = 8820 — EF = 18.

Portanto, a distancia do ponto E ao lado AB, ou o comprimento do segmento EF', é igual a
EF = 18 centimetros.
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Questao 2 20 pontos

Na Figura abaizo PQRS € um quadrado cujo lado mede L centimetros, onde A € o ponto médio
do lado PQ e B € o ponto médio do lado RS. Determine a drea do trapézio PACD.

S B R

Resolugao
Sejam
Ap : éarea do quadrado PQRS

Ap: area do triangulo retangulo AQR
Ay :  area do tridngulo retangulo BSP
Az : érea do trapézio PACD
Ay area do trapézio RBDC
Como os triangulos retangulos AQR e BSP sdo congruentes, uma vez que

AQ = BS , QR =SP,

—

e os angulos XQ\B = BSP = 90°, suas areas sao iguais, isto é, A1 = As.

De mesmo modo, os trapézios PACD e EBDC sao congruentes, uma vez que

PA=RB , AC=BD , CD=DC , DP=CR,
e os angulos
PAC = RBD , ACD = BDC e CDP = DCR,

suas areas sao iguais, isto é, A3 = Ay.
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Assim, a area As do trapézio PACD é dada por:
A3:A[\—A1—A2—A4:AD—2A1—A3 <~ 2A3:AD—2A1.

Note que a area A; do triangulo retangulo AQR é dada por:

2
A1:L7:@7
4 4

uma vez que A é o ponto médio do lado PQ.

Desse modo, temos

A Ap Ao L2
2A == A —_ — = — A — — .
3 S 2 37 g "

Portanto, a area do trapézio PACD é um quarto da area do quadrado PQRS.
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Questao 3 20 pontos

No Jogo da Memdria com cinco pares de cartas, como ilustra a figura abaizo, determine a
probabilidade do jogador que iniciar a partida acertar todos os cinco pares em uma unica jogada.

)
)
®»| (@
/(@

Resolugao

Na escolha do primeiro par, digamos que a carta retirada seja o naipe de espada, restando 9
cartas. Assim, o jogador terda uma chance em nove para tirar a outra carta com o naipe de espada.
Desse modo, a probabilidade de retirar a carta com o naipe de espada, que vamos denotar por P,

¢é dada por:

1
P1:§.

Restando agora oito cartas.

Na escolha do segundo par, digamos que a carta retirada seja o naipe de copa, restando 7 cartas.
Assim, o jogador terd uma chance em sete para tirar a outra carta com o naipe de copa. Desse
modo, a probabilidade de retirar a carta com o naipe de copa, que vamos denotar por Ps, é dada

por:
1
P2 - ?

Restando agora seis cartas.

Na escolha do terceiro par, digamos que a carta retirada seja o naipe de pau, restando 5 cartas.
Assim, o jogador tera uma chance em cinco para tirar a outra carta com o naipe de pau. Desse
modo, a probabilidade de retirar a carta com o naipe de pau, que vamos denotar por Pj3, é dada
por:

Py= L
5
Restando agora quatro cartas.
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Na escolha do quarto par, digamos que a carta retirada seja o naipe de ouro, restando 3 cartas.
Assim, o jogador terd uma chance em trés para tirar a outra carta com o naipe de ouro. Desse
modo, a probabilidade de retirar a carta com o naipe de ouro, que vamos denotar por Py, é dada
por:

Restando agora duas cartas, que sao as cartas com o logotipo da OMU, terminando o jogo da
memoria.

Desse modo, a probabilidade do jogador acertar todos os pares em uma tnica jogada, que vamos
denotar por P, é dada por:

1

1 1
3 045

1 1
P =P P P3 x Py = - X =
1 X I X '3 X Iy 9><7><5><

Portanto, o jogador tem uma chance em 945 para acertar todos os pares em uma unica jogada.
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Questao 4 20 pontos

Na figura abaizo temos um cubo de aresta medindo L metros, os vértice A, B e C, e o ponto P,
que € o centro do cubo.

(a) Determine a drea do triangulo APB.

(b) Determine a relagdo entre as dreas dos triangulos APB e APC.

. C

Resolugao

(a) O triangulo APB ¢é um triangulo isdsceles, cuja base AB e a diagonal de uma das faces do
cubo, de aresta medindo L centimetros. Assim, temos AB = Lv/2.

Como P ¢ o centro do cubo, a altura h relativa a base AB do triangulo APB ¢é dada por:

que é exatamente a distancia do ponto P a face do cubo que contém a base AB.

Portanto, a area do triangulo isésceles AP B, que vamos denotar por Aj, é dada por:

2
A = {LQ em? .
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(b) O triangulo APC' é um triangulo isésceles, cuja base AC' e uma aresta do cubo, medindo L
centimetros. Assim, temos AC = L.

Os lados AP e PC estdo em diagonais do cubo. Como P é o centro do cubo, temos AP e PC
mede a metade do comprimento da diagonal do cubo, isto é,
V3

7[/’

AP = PC = 5

uma vez que uma diagonal do cubo mede /3L, pois a diagonal do cubo é a hipotenusa de um
triangulo retangulo cujos catetos medem L, comprimento de uma aresta do cubo, e /2L, compri-

mento da diagonal de uma face do cubo.

Assim, a altura h relativa a base AC é dada por:

3 L2 2
h2:ZL2_Z:ZL2 < h:

L.

|

Desse modo, a area do triangulo isésceles APC, que vamos denotar por As, é dada por:

v2

1 L?em? .

Ay =

Portanto, a relagdo entre as dreas dos triangulos APB e APC é igual a 1.
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Seja A uma matriz quadrada de ordem m. Definimos como sendo um valor préprio da matriz
A a uma raiz da equacdo polinomial

p(A) = det(A — A\[,) =0,

onde I, € a matriz identidade de ordem n.

Considere a matriz quadrada A de ordem 3 dada por:

1 -1 0
A=1]1 01
0 -1 1

(a) Determine a soma dos valores préprios da matriz A.

(b) Determine o produto dos valores proprios da matriz A.

Resolugao

A equacao polinomial associada a matriz A é dada por:

1-x -1 0
p(\) =det(A — ML) =] 1 =X 1 |=-XM1-X)?+2(1-X)=0.
0 -1 1-2A

Com uma pequena manipulacao algébrica, obtemos
PN = (1=X)(=M1=X)4+2)=(1=-N)(NP =X1+2)=0.
Da equacao acima, temos as equacoes
I1-A=0 ou MN-A+2=0.

Da primeira equagao obtemos uma raiz da equacao polinomial dada por A\; = 0. A segunda
equacao possui as seguintes raizes

1+ V1-8 1+ V7
2 2

A =

Assim, temos mais duas raizes da equagao polinomial dadas por:

)\22 e )\3:*—

LV 1
2 2

|
o[%
\]

10
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Desse modo, os valores préprios da matriz A sao dados por:

7
AMM=1 , X = +\2[i

(NN
ol
\]

e )\3:

N |

Portanto, a soma dos valores préprios da matriz A é dada por:
A+ A+ A3 =2,

e o produto é dado por:

1 7. 1 7. 1 7
AIX)\QX)\SZ<2+§Z>X<2—{Z>:4+4:2.

11
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Na Figura abaizo ABC ¢é um triangulo equildtero cujo lado mede L centimetros, o ponto D
pertence ao segmento AE e E € o ponto médio do lado AB.

¢

A D E B

(a) Considere que as dreas dos triangulos ADC, DEC e EBC' estdao numa progressao aritmética,
nessa ordem. Determine o comprimento do segmento AD, em funcdo de L, e a razdo da
progressao aritmética.

(b) Considere que as dreas dos triangulos ADC, DEC e EBC' estao numa progressao geométrica,
nessa ordem. Determine o comprimento do segmento AD, em func¢do de L, e a razdo da
progressao geométrica.

Resolugao
Sejam
Ay . érea do triangulo ADC

Ay : area do triangulo DEC
As: area do triangulo EBC
que sao dadas por:

L

Alzi y A2_2<2—$> e A3:7

onde cada um dos triangulos tém a mesma altura h,e z = AD.

(a) Como as éreas dos triangulos ADC, DEC e EBC' estao numa progressao aritmética, nessa
ordem, de razao r > 0, temos

A — Ay = Ay — Ay =7 <— Az + A = 2A,.

Desse modo, temos a seguinte equacao

h—L+ﬁ—h £—$ = v _ L = a:—£
4 2 2 2 4 6

Portanto, o comprimento do segmento AD é dado por:

ap - L
6

12
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Assim, a razao r da progressao aritmética é dada por:

=A A = (L L Lh — _ Lh
re A2 A "To\2 7 % 12 TR

Considerando a altura h do triangulo equilatero ABC, obtemos

V3
h=—L.
2
Portanto, a razao da progressao aritmética é dada por:

V3,
= Vo2
"7

(b) Como as éreas dos triangulos ADC, DEC e EBC estao numa progressao geométrica, nessa
ordem, de razao ¢ > 0, temos

A A
Iz:ﬁ:q e A1XA3:(A2)2.

Desse modo, obtemos uma equagao quadratica em x dada por:

2 2 2 2 2 2
eLh :h<L—x> e L e o 3 B

8 4 \ 2 8 16 4 4 2

As solugoes da equacao quadratica acima sao dadas por:

_SLi\/9L2—4L2_3i\/5L
B 4 4

x

Portanto, a solucao que tem o significado geométrico desejado é dada por:

3-56
r = —-
4

L.

Portanto, o comprimento do segmento AD é dado por:

AD:3_4\/3L'

Note que a outra solugao deve ser descartada, pois

3 5
<i>4\/>>1

fazendo com que o ponto D fique fora do segmento AB.

13
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A razao da progressao geométrica pode ser calculada da seguinte forma:

8 _Vh—1
hL(3 —+5) 3 —+/5"

que com uma pequena manipulagao algébrica, obtemos

_ Vb1 34V6 1445
T3 T3+ 6 2
Portanto, a razao da progressao geométrica é dada por:

1++V5
S

—A2_@(\/5—1)><

Q—Il_ 3

14



