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Questao 1 20 pontos
Um construtor deseja confeccionar o telhado de um galpao na forma de uma parabola apoiado
na viga horizontal AB por colunas verticais com espacamento de um metro e meio entre
elas, como ilustra a figura abaizo.

Sabendo que a viga AB mede 12 metros de comprimento, que M € o ponto médio da
viga AB e que a coluna vertical MC' mede quatro metros, determine as medidas das outras
colunas de modo que o telhado apoiado nelas tenha o formato parabdlico como deseja o
construtor.

Resolugao

Vamos representar o problema descrito acima no sistema de coordenadas cartesianas, como
ilustra a figura abaixo, colocando a origem do sistema de coordenadas na extremidade A
da viga.

ST T

Desse modo, os pontos de referéncias na figura, tém as seguintes coordenadas:
A=(0,0) , B=((120 , C=(6,4 , M= (6,0).

Sabemos que a representagao do grafico de uma fungao quadrética, no plano cartesiano, é
uma parabola. Assim, da figura acima, temos que os pontos A = (0,0) e B = (12,0) sao
dois zeros de uma fungao quadratica f :[0,12] — IR que podemos escrever da forma:

f(x) = ax(L —x),

uma vez que a concavidade da parabola esta voltada para baixo.
O parametro « é determinado sabendo que f(6) = 4, assim temos

f(6) =360 =4 =  a=-.
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Desse modo, a funcao quadratica, cujo grafico represente a forma parabdlica do telhado do
galpao, é dada por:

(12 — x)
r) = —= .
fla) =
As colunas de sustentacao, que devemos calcular as medidas, estdao nas seguintes coordenadas
3 9 15 21
33125,532:37903:5,334:7,335:9 e Tg = o -

Note as colunas x1, x2, 3 estao a esquerda do eixo de simetria e as colunas x4, x5, xg estao
a direita do eixo de simetria. Assim, denotando por Vi, V5, V3, V4, Vi, Vi as medidas das
colunas, temos

Vs =V, =3T"Tm , Vo=V;=30m e Vi=Vsg=1,75m.
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Questao 2 20 pontos

Definicao 1 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Definimos potenciagcao para
expoentes naturais da sequinte forma:

A=, . A= A | A2 = AA e  AMD = AAb,

onde I, € a matriz identidade de ordem n.

Definicao 2 Seja R uma matriz real quadrada de ordem n. Dizemos que R € uma matriz
auto-reflexiva se R?> = I,,, onde I, € a matriz identidade de ordem n.

Definicao 3 Seja P uma matriz real quadrada de ordem n. Dizemos que P € uma matriz
idempotente se P> = P.

(a) Seja R uma matriz auto-reflexiva de ordem n. Determine os valores dos parametros
a e B de modo que a matriz P = aR + B, seja uma matriz idempotente.

(b) Mostre que a matriz R definida da forma:

Ot > O] W
[ ) GCRENG, § TSN

€ auto-refleriva e escreva explicitamente a matriz idempotente P = aR + [Is.

Resolucao
(a) Vamos calcular as expressio P? em fungio dos parametros a e 3.

P? = (aR + BL,)(aR + BI,) = o*R* + 2aBR + I, = (o + *)I, + 208R
uma vez que R? = I,,.
Impondo a condicao que P? = P, temos
(o + )1, + 2a8R = aR + BI,,
obtemos as seguintes equagoes nos parametros o e f:

208 = « e o + =5,

1
Da primeira equagao temos [ = 37 que substituindo na segunda equagao, obtemos
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Assim, temos duas possibilidades para a matriz P, que sao dadas por:

1 1 1 1
P = - I, P = — I, .
2R+2 e 2R+2

(b) Vamos mostrar que a matriz R é auto-reflexiva, isto é, R* = I,.

3 4 3 4 9 16 12 12

w5 5[5 5| _|m T on s M
SO I 12 129,16 0 1
) ) 5 5 25 25 25 25

Finalmente vamos escrever explicitamente a expressao da matriz idempotente

1
P = aR + B, para 6:§ea:i§.

Assim, temos

3 4 Lo 4 2
115 5 1 5 5
=3 3 =
4 3 01 21
5) 5) 5 b
€
3 4 Lo 1 2
1 1

P:_§5 5+§ _ | 5 5
4 3 0 1 24
5 5 5 5



XXX Olimpiada de Matemdtica da Unicamp

Instituto de Matemdtica, Estatistica e Computacao Clientifica ' it
Universidade Fstadual de Campinas IMECC

Questao 3 20 pontos

Definicao 4 Denomina—se Progressao Harmonica uma sequéncia de nimeros reais nao
nulos tais que os inversos de seus termos formam uma Progressao Aritmética.

Definicao 5 Denomina—se Média Harmaonica entre niimeros reais nao nulos como sendo
o 1nverso da média aritmética do inverso desses mumeros reais. Por exemplo, a Média
Harmonica entre os numeros reais nao nulos a, b, ¢ é dada por:

1 1 1\ 1
- 4+ = 4 = 3abe
M, = [e—b < — M, = ——M
" ( 3 ) "7 be+ ac + ab’

onde M, denota a média harmonica.

(a) Se os trés primeiros termos de uma progressao harmoénica sio 12, 6, 4, determine o
seu oitavo termo.

(b) Escreva a expressao para o termo geral de uma Progressio Harmoénica, cuja progressao
aritmética formada pelos inversos de seus termos tem ay; como primeiro termo e r
como a razao dessa PA.

(c) Considere que os numeros reais hy, ha, -+, hy, - -+ formam uma progressao harmaonica.
Mostre que cada termo da progressao harmonica é a média harmonica de seus vizinhos
imediatos, isto €, o termo h, € a média harmonica entre os termos h, 1 € hyyq.

(d) Uma familia de professores de matemdtica em viagem de férias realizou o trajeto entre
as cidades de Campinas e Bebedouro, desenvolvendo uma wvelocidade média de 90
quilometros por hora na ida, e uma velocidade média de 110 quilometros por hora no
retorno. Determine a velocidade média para realizar todo o percurso de ida e volta.

Resolucao
(a) Sabendo que os trés primeiros termos de uma progressao harmonica sao

h1:12 ) h2:76 ) h3:47

temos 1
a = — , Qg = e a3 = —
1 19 2 3 1

sao os trés primeiros termos de uma Progressao Aritmética. Desse modo, a razao dessa PA
é dada por:

1

| =

1
T—ag—al—ag—ag—ﬁ.
Assim, o oitavo termo dessa PA é dado por:
1 1 8 2
= TXr=—+7TX—=—=-.
G X E TN T T3
Portanto, o oitavo termo da progressao harmonica serd dado por:
1 3
hg = — = —.
® as 2
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(b) Considere uma Progressao Harmonica cuja progressao aritmética formada pelos inversos
de seu termos tem a; como primeiro termo e r a sua razao. Assim, o termo geral da PA
é dado por:

ap = a1 + (n—1) xr.

Portanto, o termo geral da progressao harmonica é dado por:

I 1 1 1 hy
ap  ap + (n—1)xr L - xr 1+ (n—1)xh xr
hy
(c) Considerando que os nimeros reais hy, ha, - , hy, - -+ formam uma progressao harmoénica

e que r seja a razao da progressao aritmética formada pelos dos inversos de seus termos,
temos

1 1 o 1) x 1 1 o 2) x 1 1 Yo x
- = n — r = — n — r e = — n T.
hn hl ’ h/nfl hl hn+1 hl
Fazendo
1 1 1 1 2 2
= — -2 — = — 2n — 2 = —
oy ey TR g = g @n =) = g
obtemos
1 N 1 1 N 1\ !
hnfl thrl 1 hnfl hn+1
L i [ LTS
2 hy, 2

provando que o termo h, ¢é a média harmonica entre os termos h, 1 € h,1.

(d) Considere que a distancia entre as cidades de Campinas e Bebedouro seja de d quilémetros.
Vamos denotar por 7; o tempo gasto na viagem de ida e por 7T, o tempo gasto para a viagem
de volta. Desse modo, temos que

d d
P = e v o— T < -
90 110
Desse modo, o tempo médio para fazer o percurso de ida e volta é dado por:
d n d
r - L+T 90 " 110
" 2 2 ‘
Assim, a velocidade média para realizar todo o percurso de ida e volta é dada por:
1 n 1\ !
voo 4 d __ 2 |90 10| _ g
"o - d d 1 1 o :
T LA LI 2

w 90 110

Portanto, a velocidade média para realizar todo o percurso de ida e volta é de 99 quilometros
por hora, que é a média harmonica entre a velocidade de ida a velocidade e de volta.
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Questao 4 20 pontos

(a) Considere um retingulo ABCD inscrito numa circunferéncia cujo raio mede quatro
centimetros, como ilustra a figura abaixo.

D C
0 E
x
A B
Determine a drea do retangulo ABC'D em termos de x = -

(b) Considere um cilindro circular reto inscrito numa esfera de raio igual a quatro centimetros.
Seja r a medida, em centimetros, do raio da base do cilindro.

1. Determine o volume do cilindro em func¢ao de r.

2. Determine quantos cilindros circulares retos de volume igual a /607 centimetros
cubicos podem ser inscritos numa esfera de raio igual a quatro centimetros.

Resolucao
(a) Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo 0EC temos
L2
42::752+Z = L =64 — 422,

onde estamos denotando por L o comprimento dos lados BC' e AD do retangulo.

Assim, a area do retangulo ABCD, que vamos denotar por A,, é dada por:

A, = 22vV64 — 422

uma vez que AB = CD = 2.
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(b) Girando a figura abaixo em torno do eixo de rotagao, teremos um cilindro inscrito em uma

AB
esfera de raio igual a quatro centimetros, onde o raio da base do cilindro é r = x = -
eixo de rotagao
D C
0 E
x
A B

Assim, o volume do cilindro em funcao do raio da base é dado por:
Vo(r) = 712V 64 — 412 para 0<r<4.

Finalmente, vamos determinar quantos cilindros circulares retos de volume igual a /607
centimetros ctbicos podem ser inscritos nesse esfera. Para isso, teremos que encontrar as
solucgoes, geometricamente viavel, da seguinte equacao:

71?2V 64 — 4r2 = 71V/60 para 0<r<4.
Fazendo a mudanca de varidvel w = r?, obtemos
TwV64d — 4w = TV60 <= W (64 —4dw) =60 <= —w+ 16w —15=0.

Podemos verificar facilmente que w = 1 ¢é uma solugao da equacao acima, isto é, w = 1 ¢é
um zero do polinémio p(w) = —w? + 16w — 15.

Fatorando o polinomio p, obtemos
pw) = —w® + 16w — 15 = (w — 1)(—w? + 15w + 15),

Assim, obtemos os outras zeros do polinomio p encontrando as solucoes da equacao quadratica
—w? + 15w + 15 = 0, que sao dadas por:

15 £ /285

W = 5
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Desse modo, a outra solucao possivel para w é dada por:

15 +v285
2 Y

uma vez que /285 > 15.

Portanto, temos somente dois cilindros de volume igual a 74/60 inscritos na esfera de raio
igual a quatro centimetros, cujos raios sao:

[ 15 + /285
m=1 e ry= +z3,9926.

Na figura abaixo temos o grafico do volume do cilindro em func¢ao do raio da base. Observe
que o grafico da reta horizontal, y = /60w, corta o grafico do volume do cilindro em dois
pontos.

160

140 -

120 -

=

(=]

=}
T

80

Volume do Cilindro [cm3]

60

401

20

raio da base [cm]

10
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Questao 5 20 pontos

Definicao 6 Definimos a Distancia entre os pontos P = (x1, y1) e Q = (z2, y2), que
vamos denotar por d(P,Q), no plano numérico da sequinte forma:

dP.Q) = V(12 — 21)* + (3o — 1)* -

(a) Dados os pontos P = (2,4) e B = (4, ), determine o(s) valor(es) do parametro b
de modo que d(P, B V5.

) =
(b) Dado o ponto P = (2,4) e a reta r representada pela equagao

20 +y =4,
determine o ponto () pertencente a reta r que estd mais proximo do ponto P.

Resolucao
(a) Sabemos que a distancia entre os pontos P e B ¢é dada da seguinte forma:

d(P,B) = /(4 —2)2 4+ (b —4)2 = V> —8b + 20 .

Assim, para d(, P,B) = V5, temos que resolver a equagdo no parametro b dada por:

V2 —8b+ 20 =5 — b — 8 +20 =5,

uma vez que o argumento da raiz quadrada é sempre positivo, temos a seguinte equacao
quadratica em b:

8 +64—60 8+ 2
> — 8 + 15 = 0 — b = 5 —

2 Y
que admite as seguintes solugoes by = 5 e by = 3.
Desse modo, os pontos B; = (4,5) e By = (4,3) satisfazem a condigao
d(P,B;) =+v5 e d(P,By) =+5.

Observe que os pontos da forma B = (4,b) estao sobre a reta vertical ¢ representada pela
equacao x = 4, como ilustra a figura abaixo.

(b) Considerando o ponto P = (2,4) e a reta r representada pela equagao
20 +y =4 = y =4 —2x,

temos que todo ponto () € r é escrito da forma Q = (z, 4 — 2x). Assim, a distancia do
ponto P a qualquer ponto da reta r é escrita da forma:

dP,Q) = /(v —2)2 + (4—20—4)2 = V522 —da+4 .

11
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Assim, determinar o ponto ¢ € 7 que estd mais préxima do ponto P é equivalente a

encontrar o menor valor que a funcao d(P,Q) = v/ 5z? —4x + 4 assume.

A questao acima é equivalente a encontrar o menor valor assumido pela funcao quadratica
f(x) = 52%—4x+4. Sabemos que a representacao do grafico da fungao f no plano cartesiano
é uma parabola. Assim, temos que encontrar o vértice desse parabola para determinar o
ponto @ = (z,, y,). Sabemos que

b 4 2 4ac — b 16
x’U = —n——— = — = - e yv = - = —_-,
2a 10 5) 4a 5)

onde a = 5,b=—4 e ¢c = 4.
Assim, o ponto ) € r mais préximo do ponto P é dado por:

2 16
Q‘(S’E)'

Uma outra forma de encontrar o ponto () € r é determinar a reta s que passa pelo ponto
P e que é perpendicular a reta r, e o ponto () = r N s, como ilustra a figura abaixo.

A equagao que representa a reta s é dada por —z + y = 6. Assim, para encontrar o ponto
() devemos encontrar a solugao do seguinte sistema linear:

2 + y = 4
—r + 2y = 6

obtendo =z =

|
@
N
I
|

12
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Vamos fazer a representacao gréafica dos problemas descritos acima no sistema de coordenadas
cartesianas, como ilustra a figura abaixo.

E importante observar que o fato do ponto B; pertencer a reta s foi uma coincidéncia.

13



