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Questao 1 20 pontos

(a) Considere na figura abaizo
0A = 60cm , AB = 40em , BC = 20em , 0AB = 60° ¢ DBC = 45°,

onde a reta suporte do segmento BD € paralela a reta suporte do segmento 0A.

Determine as coordenadas do ponto C' = (a,b).

(b) Na figura abaizo, chamando
L =04 , L,=A4AB , Ly=BC , 6=0AB e a= DBC,

onde a reta suporte do segmento BD € paralela a reta suporte do segmento 0A.

Determine as coordenadas do ponto C' = (a,b) em fung¢ao de Ly, Lo, L3, 0 e «.

A
B
\C
0 D

Resolugao
Na figura abaixo a medida do segmento EB ¢é dado por:

EB = ABsin(60°) = 20v3cm .
Na figura abaixo a medida do segmento AE é dado por:
AE = ABcos(60°) = 20cm .

Desse modo, o ponto B é dado por:

B — (20\/5,40) .
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Na figura abaixo a medida do segmento F'C' é dado por:

FC = BCsin (45°) = 10vV2em .
Na figura abaixo a medida do segmento BF é dado por:

BF = BCcos (45°) = 10v/2cm .

Portanto, o ponto C' é dado por:

c = (20\/§ 4 10V2, 40 — 10\/5) .

A

EF§¢ _ _ NB
Fckc

0 D

A partir dos calculos realizados acima, as coordenadas do ponto C' = (a,b) em fungao dos
parametros Ly, Lo, L3, 6 e «, sao calculadas da seguinte forma:

Na figura acima a medida do segmento EB e do segmento AFE sao dadas por:
EB = Lysin () e AE = Lycos(f).
Desse modo, o ponto B ¢é dado por:
B = (Lgsin(0), Ly — Lycos(6)) .
Na figura acima a medida do segmento F'C e do segmanto BF' sao dadas por:
FC = Lssin(a) e BF = Lscos(a).

Portanto, o ponto C' é dado por:

C = (Lgsin(#) + Lzsin(a), L1 — Laocos(0) — Lzcos(a)) .
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Questao 2 20 pontos

(a) Determine o lugar geométrico no plano de Argand—Gauss dos nimeros complexos z
que satisfazem a sequinte equagdo |z| = |z — Z|.

(b) Mostre que as imagens geométricas dos numeros complezos 0, z e Z no plano de
Argand-Gauss, onde z satisfaz a equagdo dada no item (a), sao os vértices de um
triangulo equilatero .

Resolugao
Escrevendo o nimero complexo z = a + bi, para a, b € IR, temos

|z| = Va® + b2 e |z — z| = V4b?.

Considerando a equacao dada no questao, temos

2 _ 2
2] =z - 2] = |z2]°=|z-2]" <= a+V¥ =4" < -3V =0.
Assim, podemos escrever b em funcao de a ou escrever a em funcao de b, como a seguir:

b:i|a§ ou a=+|b|V3.

Desse modo, os nimeros complexo que satisfazem a equacao |z| = |z — Z| podem ser
escritos das seguintes formas:

V3 V3

z=a+ |la|l—t ou z=ua— |a|l-—=i,

3 3

para a € IR. Assim, o lugar geométrico no plano numérico dos nimeros complexos

V3

z=a+ |a|-—=i

3

é representado pelo grafico da funcao modular definida da forma:

f(x):|m§ , € IR.

De modo anélogo, o lugar geométrico no plano numérico dos niimeros complexos

V3

z =a — |a|—1i

3

é representado pelo grafico da funcao modular definida da forma:

g(z) = —|z|— , € R.
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De modo analogo, podemos também escrever os niimeros complexo que satisfazem a equacao
|z| = |2z — Z| das seguintes formas:

z = |b|V3 + bi ou 2= —|b|V3 + bi;
para b € IR.

Vamos dizer que o ponto A do plano numérico seja a imagem do nimero complexo z e o
ponto B seja a imagem do numérico complexo Z. Assim, os lados do triangulo OAB tém
as seguintes medidas:

OA = |z| : OB = |z| e AB = |z —z| = 2]b]|.

Como |z| = |z| e o numero complexo z satisfaz a equacao |z| = |z — Z|, portanto o
triangulo OAB é um triangulo equilatero.

E importante observar que qualquer de uma das duas maneiras que podemos escrever os
nimeros complexos que satisfazem a equagao |z| = |z — Z|, tem—se |z| = 2|b].
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Questao 3 20 pontos
Determine os valores do parametro p de modo que a fun¢ao quadrdtica

f(x) =2 + pr +p
(a) possua duas raizes complezas.
(b) possua duas raizes reais.
(¢) possua somente uma unica raiz real.

Em cada uma das situacoes, faca o esbogo do grdfico da funcdo f.

Resolucao
As raizes da funcao quadréatica f podem ser escritas da seguinte forma:

VP =
T

Tr =
Vamos analisar os sinal do discriminante A = p? — 4p, que depende do parametro p.

Inicialmente vamos encontrar os valores de p para os quais o discriminante seja igual a zero.
A=p —4p=pp—4) =0 < p=0 ou p=4.

Desse modo, para p = 0 ou p = 4, tem-se que a funcao quadratica f possui somente
uma raiz real, com multiplicidade algébrica igual a dois.

Observamos que o discriminante também pode ser visto como uma fungao quadratica do
parametro p de concavidade voltada para cima, como ilustra a figura abaixo. Assim, para
0 < p < 4 o discriminante é negativo. Portanto a funcao quadratica f possui duas raizes
complexas.

Finalmente, para p < 0 ou p > 4, o discriminante é positivo. Portanto, a funcao quadratica
f possui duas raizes reais distintas.



XXXI Olimpiada de Matemadtica da Unicamp

Instituto de Matemdtica, Estatistica e Computacao Clientifica
Universidade Estadual de Campinas

12 T T T

Valor do Discriminante
I
T
Il

parametro p
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Questao 4 20 pontos
Considere na figura abaizo a reta v definida pela equagio y = 2x e o ponto P = (6,3).

(a) Determine as coordenadas do ponto P’ obtido pela proje¢ao do ponto P sobre a reta
r.

(b) Determine as coordenadas do ponto @ obtido pela reflexao do ponto P em torno da
reta .

(¢) Determine a drea do triangulo 0PQ).

2

Pl

Resolugao
Sabemos que o ponto P’ é a intersecgao da reta r com a reta s, que é perpendicular a reta
r passando pelo ponto P. A equacao da reta s é definida pela seguinte equacao:

x
— 2 46.
y 2+

Portanto, para determinar as coordenadas do ponto P’ temos que obter a solucao da seguinte
sistema linear .

y = 2 e y:—§+6.

o 12 24
- \575 )"

Assim, o ponto P’ é dado por:
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Como o ponto @) ¢é a reflexao do ponto P em torno da reta r, temos que determinar o
ponto () pertencente a reta s de modo que a distancia do ponto ) ao ponto P’ seja igual
a distancia do ponto P ao ponto P’, que vamos denotar da seguinte forma:

d(Q,P) = d(P,P).

Sabemos que a distancia do ponto P ao ponto P’ é dada por:

= G ) -

Denotando o ponto @ = (a,b) e considerando d(Q, P') = d(P, P'), temos que o ponto P’
é o ponto médio do segmento P(). Assim, sabemos que

12 24\  [a+6 b+3
575 ) 2 72 '

Desse modo, obtemos as equacoes:

2 _a+6 _ 6
5 2 5
€
24 _ b+3 p - 33
5 2 5

Portanto, o ponto ) é dado por:

6 33
o= (%)

Finalmente, a area do triangulo 0PQ), que vamos denotar por A;, é calculada da forma:

Ovh  4v45 108

A= 22" PP x0OP = em?
2 5 5 5

onde 0P’ é a altura do triangulo 0PQ com relacdo & base PQ, que é dada por:

o = a0 = [(2) 4 (2) - VR B




XXXI Olimpiada de Matemdatica da Unicamp P

Instituto de Matemdtica, Estatistica e Computacao Cientifica — w=—1
Universidade Fstadual de Campinas MECC

Questao 5 20 pontos
Considere que na figura abaizo temos um retangulo com o lado menor mediando L centimetros
e o lado maior medindo L\/3 centimetros. Note que na figura abaizo os setores circulares
tém raio igual a L centimetros. Determine a drea da regiao colorida.

Resolugao
A diagonal do retangulo, que vamos denotar por d, mede 2L centimetros. Assim, o angulo
interno do setor circular, que vamos denotar por 6, é calculado da seguinte forma:

L 1
cos(@):ﬁ:§ = Ozg.

Desse modo, a area de cada setor circular, que vamos denotar por A, é dada por:

2
L
A, = ——em?.

6

Portanto, a drea da regiao colorida, que vamos denotar por A., é dada por:

2
AC:AT—QAS:LQ\/_—%:H(\/_—%)ch,

onde A, é a area do retangulo.

10



