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Questao 1 10 pontos
Um tanque de combustivel, cuja capacidade é de 2000 litros, tinha 600 [itros de uma mistura
homogénea formada por 25% de dlcool e 75% de gasolina. Considerando que foram utilizados
20% dessa mistura, quantos litros de gasolina devem ser colocados no referido tanque de modo
que a mistura resultante tenha 90% de gasolina?

Resolugao

Como foram consumidos 20 % da mistura inicial, ficamos com um total de 480 litros. Sabemos
que 25% é de élcool, que corresponde a 120 litros, e que 75% & de gasolina, que corresponde
a 360 litros.

Como agora queremos uma mistura com 90% de gasolina, logo temos somente 10% de alcool
nessa mistura, que sao os 120 litros existente na mistura original. Assim, a nova mistura deve
ter um total de 1200 litros, onde 90% é de gasolina, que corresponde a 1080 litros. Como ja
existem 360 litros de gasolina, basta misturar 720 litros de gasolina para obtermos a mistura
desejada.
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Questao 2 10 pontos
Determine dois nimeros reais de modo que a soma seja igual a 60 e a diferenca de seus quadrados
seja iqual a 720.

Resolucao

Temos que determinar dois nimeros reais, que denotamos por a e b, que satisfazem as seguintes
equacoes algébricas

a? — bV = 720

que podem ser reescritas da forma:

a+b = 60
{ (a+0b)(a—0b) = 720
Substituindo a primeira equacao na segunda equacao, obtemos
60(a — b) = 720 = a—0b =12 = a =12 4+ b.
Substituindo a expressao de a, que esta em funcao de b, na primeira equacao, obtemos
12 + 2b = 60 = b = 24.

Portanto, encontramos a = 36 e b = 24, satisfazendo as duas condicoes desejadas.
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Questao 3 10 pontos
Encontre a diferenca entre a soma dos 50 primeiros niumeros naturais pares e a soma dos 50
primeiros numeros naturais impares.

Primeira Proposta de Resolugao
Note que os 50 primeiros nimeros pares sao:
2 y 4 y 6 B tt ) 100 )

que sao representados da seguinte forma: 2n para n = 1,2, 3, ---, 50.

Os 50 primeiros ntimeros impares sao:
1, 3, 5 , - , 99,

que sao representados da seguinte forma: 2n — 1 para n = 1,2, 3, ---, 50.

E importante observar que estamos considerando o conjunto do niimeros naturais
N ={1,2,3---}.
Assim, temos que
(2+44+6+---4+10) — (1 +3+5+---4+99),
que pode ser reordenado da seguinte forma:

2-1)+@4-3+®6-5) + -+ (100 —99) = 50.

Segunda Proposta de Resolucgao

Note que os niimeros pares podem ser representados por uma Progressao Aritmética cujo primeiro
termo é a; = 2 e derazdao r = 2.

Assim, a soma dos 50 primeiros niimeros pares € escrita da forma:

50(2 + 100)

= 2550
2 )

S, =
uma vez que azg = 100.

Os numeros impares podem ser representados por uma Progressao Aritmética cujo primeiro termo
¢ a; = 1 ederazao r = 2.

Assim, a soma dos 50 primeiros niimeros impares € escrita da forma:

1
S = E)()(T—|—99) = 2500,

uma vez que asg = 99.

Portanto, obtemos S, — S; = 50.
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Questao 4 10 pontos
Considere um copo no formato de um cilindro circular reto, com altura L e raio da base r, e um
copo no formato de um paralelepipedo com uma base quadrada e altura L, como na figura abaizo.

(a) Determine a drea da base do copo no formato de um paralelepipedo de modo que tenha o
mesmo volume do copo cilindrico.

(b) Considerando o caso em que os dois copos tem o mesmo volume, determine o copo que tem
a drea da superficie menor. Justifique sua resposta.
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Resolucao

(a) Vamos denotar por V. o volume do copo cilindrico, que é igual a V., = 7r?L, e denotamos
por V, o volume do copo no formato de um paralelepipedo, com uma base quadrada, que ¢ igual
a V, = a®’L, onde a é o comprimento do lado da base quadrada. Assim, devemos ter

mr?L = a’L = e = a == a = r/m,
para que os dois copos tenham o mesmo volume.
(b) Vamos denotar por S. a drea da superficie do copo cilindrico, que é igual a
S, = mr* 4+ 2mrlL |

que corresponde a area da base mais a drea da superficie lateral do cilindro. E vamos denotar
por S, a area da superficie do copo no formato de paralelepipedo, com o mesmo volume do copo
cilindrico, que é igual a

S, = r? + 4y/mrL

que corresponde a area da base mais a area da superficie lateral do paralelepipedo.
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Note que S, pode ser escrito da seguinte forma:

S, = 7r’* + (2m)(M)

™

Desse modo, o copo cilindrico tem a area da superficie menor que a do copo no formato de um
paralelepipedo, com o mesmo volume do copo cilindrico.

De fato, comparando as expressoes de S, e S,, observamos que

2
ﬁ>1
v

)

tendo em vista que

2
ﬁ>1 2
™

— /T >71 = 47 > 1 = 4 > 7,

onde utilizamos que f(a) = a? para a € IR, é uma fungao crescente. Assim, S. < S.
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Questao 5 10 pontos
De quantas maneiras podemos decompor o numero natural 2010 em um produto de dois inteiros
positivos?

Resolucao
Podemos verificar facilmente que
2010 = 2 x 3 x 5 x 67.
Desse modo, os divisores possiveis de 2010 sao todos da seguinte forma:
21 x 39 x 58 x 67",

onde os indices i, j, k, I € {0, 1}. Sendo assim, existem 2 X 2 x 2 x 2 = 16 maneiras de
escolher os indices 1, j, k, [. Logo, concluimos que 2010 possui 16 divisores. Como 2010

tem um numero par de divisores, entao eles podem ser tomados aos pares para decompor 2010

em um produto de dois inteiros positivos. Portanto, existem 8 maneiras diferentes de escrever o
numero natural 2010 como um produto de dois inteiros positivos. E importante observar que

30 x 67 e 67 x 30

¢ a mesma decomposicao de 2010.
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Questao 6 10 pontos
As idades do Petronio, da Laura, da Claudina e do Marcelo sao quatro nimeros pares consecutivos.
Sabendo que a soma dessas idades € igual a 204, qual € a idade do mais velho?

Resolucao

Vamos denotar as idades da seguinte forma:
2n , 2n+2 , 2n+4 , 2n+ 6.
Assim, sabemos que
2n + (2n +2) + (2n+4) + (2n +6) = 204,
obtendo a seguinte equacao
8n + 12 = 204,

cuja solucao é n = 24. Portanto, o mais velho tem 54 anos.
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Questao 7 10 pontos
O retangulo ABC'D € formado por trés triangulos isésceles, como mostra a figura abaixo. Sabendo
que AE = AD = z, determine o perimetro e a drea do triangulo isdsceles CDE, em funcdo do
parametro .

A X E B
x
D C

Resolugao

Aplicando o Teorema de Pitdgoras aos triangulos retangulos ADE e BCE, obtemos
DE = zv2 e CE = V2.

Além disso, como AE = BE = z, tem-se que AB = CD = 2.

Assim, a &rea do triangulo isésceles CDE é igual a 2, e o perfmetro é igual a 2z + 2zv/2.
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Questao 8 10 pontos
Uma colomba Pascal estd embalada numa requintada lata ornamentada. O peso total desse produto,
1sto €, a soma do peso da colomba Pascal e o peso da Lata, € igual a 800 gramas. Depois de
terem sido consumidos 60% da colomba Pascal, o peso total passa a ser igual a 416 gramas.
Determine o peso da lata.

Resolugao

Vamos denotar por L o peso da lata e por C' o peso da colomba Pascal. Consumindo 60% da
colomba Pascal, sobra somente 40 %, isto é, 0,4C. Desse modo, temos duas equacoes algébricas

L + C = 800
L + 0,4C = 416

Subtraindo a segunda equacao da primeira equagao, obtemos
0,6C = 384 — C = 640.

Portando, a colomba Pascal pesa 640 gramas e a lata pesa 160 gramas.
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Questao 9 10 pontos
Determine a funcio quadrdtica f(x) = ax?® + bx + ¢, cujo grdfico estd representado na figura
baizo, isto ¢ £(0) 1 t Lo( ] Lo (! t \
abaizo, isto é = ——, e 0s pontos | —= —= = = ertencem a
7 J 27 p 2 ) 2 2 ) 2 p
circunferéncia de centro C' = (0,0) e raio r = 1.
15
1 ...
0.5
0..
-05
-1
-1.5 1.5
Primeira Proposta de Resolucao
1 1
Como f(0) = —3 obtemos ¢ = ——. Note também que f é uma funcao par, uma vez que seu

grafico é simétrico em relacao ao eixo das ordenadas. Logo, devemos ter b = 0.
: . . " 9 1 .
Assim, ficamos com a seguinte fungao quadratica f(z) = az® — 3 bastando agora determinar
. , 1 <
o valor do parametro a através do valor f 5 > uma vez que a funcao é par.

Para isso, aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo ABC', cujos vértices sao os
seguintes pontos no plano cartesiano:

A= (0,0) . Bz(%,O) e 0:(%f<%))

(AC)® = (AB)* + (BC)? <= 1= i " (f(_>>2

obtemos

Finalmente, obtemos
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Segunda Proposta de Resolucgao

1 1
Como f(0) = —5 obtemos ¢ = ~3 Note também que f é uma funcao par, uma vez que seu

grafico é simétrico em relacao ao eixo das ordenadas. Logo, devemos ter b = 0.

: : . : 1 .
Assim, ficamos com a seguinte funcio quadratica f(z) = ax® — =, bastando agora determinar

1
o valor do parametro a através do valor f (5), uma vez que a funcao é par.
Para isso, vamos utilizar o fato que o ponto
1 1
()
pertence a circunferéncia de centro C' = (0,0) e raio r = 1, cuja equagao é dada por:
22 + y2 =1.

Assim, temos que

V3
-

] =
+
VR
~
VR
DO | —
~
~~

Do
I
[
~
VR
DO | —
N——
I

Finalmente, obtemos

f(%>:ai_%:\/7§ — a:2(\/§+1).

Portanto, a funcao quadratica procurada é escrita da seguinte forma:

fla) = (2v3 + 2)2* —

N | —
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Questao 10

Em uma reuniao social participam dez amigos, que trocam cumprimentos entre si.

quantos cumprimentos foram trocados.

Resolucao
Vamos denotar os dez amigos por A;, Ay, --- Ajp. Desse modo, temos que
A; cumprimenta os amigos As, ---, Ajp = 9 cumprimentos
Ao cumprimenta os amigos As, ---, Ajg = 8 cumprimentos
Az cumprimenta os amigos Ay, ---, Ajp = 7 cumprimentos
Ag cumprimenta os amigos Ag e Ajp = 2 cumprimentos
Ag cumprimenta o amigo A;g = 1 cumprimento

Portanto, o nimero total de cumprimentos serd calculado da seguinte forma:

91+ 9
1+2+3+"'+9:(T+):45’

10 pontos

Determine

uma vez que temos a soma dos nove primeiros termos de uma progressao aritmética com primeiro

termo a; = 1 erazao r = 1.
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