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Questao 1 20 pontos
Considere um triangulo retangulo tal que a soma da medida de um dos catetos com a medida da
hipotenusa € igual a trés meios da medida do outro cateto. Sabendo—se que as medidas dos lados
deste triangulo sao numeros primos entre si, determine o seu perimetro e a sua drea.

Resolugao

Sejam a e b as medidas dos catetos e ¢ a medida da hipotenusa. Somente para nao ter que
distinguir depois, admita ¢ > b. E dado do problema que a, b e ¢ sdo nimeros primos entre si
(a fim de que tenhamos solucao unica) e que vale a relacao

3 3
c+a:§b = c:ﬁb—a.

Como temos um triangulo retangulo, substituimos a expressao da medida da hipotenusa no teorema
de Pitagoras, obtendo

A=+ = 262 — 3ba + a2 = a® + V¥ = 262 — 3ba = 0.
que, apés simplificacao, fornece

(50 — 12a) = 0 — b= —a.

~ | o

Desta relacao obtemos
a = 5,10,15,... e b=12,24,36,... .
Com estes valores, voltamos na relagao fornecida no enunciado de modo que
c = 13,26,39,... .

Entéo, visto que os ntimeros sao primos entre si, resta somente a opcao

o que fornece, respectivamente, para o perimetro P = 5 + 12 + 13 = 30 unidades de
5x 12
comprimento e para a drea A = 5 = 30 unidades de &rea.
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Questao 2 20 pontos
Uma palavra, uma cadeia de caracteres ou uma frase que quando fazemos sua leitura tanto da
direita para a esquerda quanto da esquerda para a direita tem o mesmo significado é chamada de
palindromo. Quantos sdo os anagramas de uma palindromo de cinco caracteres?

Resolucao

Por simplicidade vamos utilizar simbolos para representar os quatro tipos de palindromos de cinco
caracteres. Considerando permutacoes de cinco elementos com repeticao, obtemos o niimero de
anagramas possiveis.

Tipo 1: Palindromo de 3 caracteres distintos.

@ O &® O

como por exemplo a palavra MIRIM.
Observe que os dois ultimos caracteres sao determinados pelo significado de um palindromo.

Nesse caso o nimero de anagramas possiveis é:

5!
212111

Tipo 2: Palindromo de 2 caracteres distintos, com os dois primeiros iguais.

@ & O DD

Nesse caso o nimero de anagramas possiveis é:

= 30.

5!
— = 9.
411!
Tipo 3: Palindromo de 2 caracteres distintos, com o primeiro e terceiro iguais
O & O & O

como por exemplo a palavra ARARA, ou com o segundo e terceiro iguais

O& & D O

Nesse caso o nimero de anagramas possiveis é:

5!

orgr — 10
Tipo 4: Palindromo de apenas um caracter.
O O O 0O O
Nesse caso o nimero de anagramas possiveis é:
5!
— =1.
5!
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Questao 3 20 pontos
Dois veiculos viajam numa rodovia retilinea e partem ao mesmo tempo de dois pontos distintos A
e B que distam 60km. O wveiculo que partiu do ponto A tem uma velocidade constante de
100 km/h e o veiculo que partiu de B tem uma velocidade constante de 80 km/h. Os veiculos
viajam no sentido do ponto A para o ponto B.

(a) Depois de quanto tempo do inicio da viagem os dois veiculos se encontram?

(b) A que distancia do ponto A os dois veiculos de encontram?

L
A B

Y

Resolugao

Vamos colocar um referencial na posigao inicial do carro A, como ilustra a figura abaixo.

o

J
A B

Y

Assim, a posi¢ao do carro A num instante de tempo ¢, que vamos denotar por FE4(t), e posigao
do carro B num instante de tempo ¢, que vamos denotar por Epg(t), podem ser escritos da
seguinte forma:

E4(t) = 100t , Ep(t) = 80t + 60 .

Desse modo, para encontrar em qual tempo os depois carros estarao na mesma posicao basta
resolver a seguinte equacao

100¢ = 80t + 60 — 20t = 60 = t =3.
Portanto, depois de trés horas do inicio da viagem os dois veiculos estardao na mesma posigao.
Finalmente, substituindo ¢ = 3 na equacao de movimento de cada um dos veiculos, obtemos
E4s(t=3) = 3x100 = 300 ) Ep(t=3) = 3x80 + 60 = 300 .

Portanto, os dois veiculos se encontram a 300 quildometros do ponto A.
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Questao 4 20 pontos
Considere os sequintes conjuntos

Ay = {1} , Ay ={2,3} , A3 ={4,56} , Ay = {7,89,10},
construidos com a sequinte regra:

Ay = {1} e o n—ésimo conjunto A, tem mn nimeros naturais consecutivos sendo o seu
primeiro elemento o numero natural

I1+2+34+ -+ (n-1) +1 , n>1.
Determine a soma dos elementos do conjunto Aig.

Resolugao

O primeiro elemento do conjunto A, é escrito da seguinte forma:

n—1)n
1+2+3+---+(n—1)+1:%+1.

Desse modo, o conjunto A, que possui n elementos é dado por:

_ [(n—=1)n (n—1)n (n—1)n

Denotando por S, a soma dos elementos do conjunto A, temos que

-1 1 1 5
Snzn(n2>n+1+2+...+n:n(nQ)“Jr(nJ;)n _ n;n

Portanto, a soma dos elementos do conjunto A é dada por:

163 16
Sig = + = 2056 .
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Questao 5 20 pontos
(a) Determine quantos divisores tem o nimero natural m = 1260.
(b) Determine o menor nimero natural que tem exatamente 14 divisores.

Resolugao

(a) O numero de divisores positivos de um nuimero natural é igual ao produto dos expoentes dos
nimeros que aparecem em sua fatoragao, adicionando a cada um deles uma unidade, ou seja, se a
fatoracao do numero é dada por:

k k k
N = pi" X py® X=X pg*,

onde pi,p2,---,ps sao numeros primos e ki, ko, -+, ks S80 as poténcias necessarias para a fa-
toragdo, entdo o numero de divisores do nimero N é igual a (k1 +1)(ka+ 1) - (ks + 1).

O nimero natural m = 1260 tem a seguinte fatoragao:
1260 = 22 x 3% x5 x 7.

Desse modo, o niimero natural m = 1260 possui 3 x 3 x 2 x 2 = 36 divisores.

(b) Com estes resultados, podemos provar que 192 é o menor nimero natural que tem exatamente
14 divisores. De fato, o problema da como informacao que

(k1 +1) X (ka+1)x---x (ks +1) = 14.

Mas 14 por sua vez s6 pode ser fatorado da seguinte forma: 14 = 2 x 7. Assim temos duas
informacoes que sao traduzidas nas seguintes equacoes:

k1—|—1:2 e l{i2—|—1:7

de onde concluimos que as duas poténcias para a fatoracado do nimero proposto sao k1 = 1 e
ks = 6. Nao sabemos ainda quais os primos que seriam as bases para estas poténcias. Mas o
problema pede o menor nimero possivel que tenha 14 divisores. Desta forma vamos usar os
dois menores nimeros primos possiveis, a saber, 2 e 3. Devemos entao testar os dois casos:
21 x 35 = 1458 e 26 x 3! = 192. Portanto 192 é o nimero procurado, pois é o menor entre os
dois casos.
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Questao 6 20 pontos
Desenhe dois circulos de raio R de forma que a circunferéncia de um dos circulos passa pelo centro
do outro circulo, como ilustra a figura abaixo. Qual € a drea da interseccdo desses dois circulos?

Resolugao

Precisamos considerar a area do triangulo equilatero de lado R e uma fatia do circulo de raio R
e abertura 60°, como ilustra a figura acima.

A area do triangulo equildtero, que vamos denotar por Ar, é dada por:

Ar = \fRQ

e a area da fatia do circulo é um sexto da area total do circulo

s
“R%.
6

Na figura abaixo a regidao sombreada é a regido entre o triangulo equilatero e o setor circular, cuja
area é dada por:

Desse modo, area da interseccao dos dois circulos é dada por:

2



